
13. RAVNOMERNAKONVERGEN-

CIJA

PRIMERI

Pretpostavimo da je fn neki niz relanih funkcija koji na skupu A ⊆ R
konvergira funkciji f . Logiqno je oqekivati da se osobine graniqne funkcije
f mogu odrediti na onovu osobina funkcija fn. Me�utim, to se pokazuje taqno
u veoma malom broju sluqajeva. Na primer, ako su sve funkcije fn rastu�e,
tada jednostavnim prolaskom limesa kroz fn(x) ≤ fn(y) zak	uqujemo da je i
graniqna funkcija f rastu�a. Sliqno, ako su sve funkcije fn konveksne, tada
je i f konveksna, xto se vidi jednostavnim prelaskom na limes u nejednakosti

fn(θx+ (1− θ)y) ≤ θfn(x) + (1− θ)fn(y).
I tu se otprilike zavrxava ono xto mo�emo da zak	uqimo o graniq-

noj funkciji na osnovu svojstava funkcija fn. Osim nejednakosti graniqna
vrednost nixta vixe ne quva. Da bismo se u to uverili razmotrimo slede�e
primere.

13.1. Nekomutativnost limesa. Razmotrimo dvostruki niz

xm,n =
m− n
m+ n

,

odnosno preslikava�e x : N×N→ R. Redosled kojim �emo pustiti n→ +∞
i m→ +∞ od presudne je va�nosti za rezultat. Naime,

lim
m→+∞

lim
n→+∞

xm,n = lim
m→+∞

lim
n→+∞

m− n
m+ n

= lim
m→+∞

−1 = −1,

lim
n→+∞

lim
m→+∞

xm,n = lim
n→+∞

lim
m→+∞

m− n
m+ n

= lim
n→+∞

1 = 1.

Dakle dva limesa ne mogu bezbolno zameniti mesta.
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13.2. Prekid graniqne funkcije. Neka je fn : [0, 1]→ R,

fn(x) = xn.

Ovaj niz (videti paragraf 2.7) konvergira ka 1
za x = 1, odnosno ka nuli za 0 ≤ x < 1. Drugim
reqima

lim
n→+∞

fn(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1
1, x = 1

.

Dakle, iako su sve fn neprekidne, graniqna funk-
cija nije neprekidna u jedinici.

Zapravo, ovde se mo�e videti u kom grmu le�i
zec. Za dato ε > 0, da bi se obezbedilo |fn(x)−f(x)| <
ε, broj n mora biti sve ve�i i ve�i ukoliko je x bli�e
taqki 1 - videti sliku 1. Slika 1

13.3. Divergencija niza izvoda. Niz funkcija fn : R→ R dat sa

fn(x) =
1
n

sinnx

u svakoj taqki konvergira ka nuli. Ovde imamo posla sa nizom diferencija-
bilnih funkcija qija je graniqna funkcija diferencijabilna. Me�utim, niz
ivodnih funkcija

f ′n(x) = cosnx
divergira svuda osim u taqkama oblika 2kπ.

Dakle, izvod limesa postoji i jednak je nuli, dok limes izvoda ne postoji.
13.4. Neograniqenost graniqne funkcije. Niz funkcija fn : R→ R

dat sa

fn(x) = min{x, n}
je niz ograniqenih funkcija, koji konvergira ka neograniqenoj funkciji f(x) ≡ x.

13.5. Nekomutativnost limesa i integrala. Niz funkcija fn : [0, 1]→
R, dat sa

fn(x) = n2x(1− x2)n

je niz integrabilnih funkcija koji te�i ka 0 za sve x. Za x > 0 to je stoga
xto (1−x2)n br�e te�i ka nuli nego xto n2 te�i ka beskonaqnosti. Za x = 0
je fn(0) = 0.

Me�utim∫ 1

0

fn(x) dx = n2

∫ 1

0

x(1− x2)n dx = −1
2
n2

∫ 0

1

tn dt =
n2

2(n+ 1)
,

a to je niz brojeva koji te�i ka beskonaqnosti.
Dakle, integral limesa jednak je nuli, dok je limes integrala jednak +∞.
13.6. Dirihleova funkcija. Poznata Dirihleova funkcija, D : R →

R, definisana sa

D(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x /∈ Q

mo�e se prikazati kao

D(x) = lim
m→+∞

lim
n→+∞

(cosm!πx)2n,
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xto je (doduxe dvostruki) limes neprekidnih funkcija. Zaista, ako x /∈ Q
tada je broj cosm!πx uvek strogo izme�u −1 i 1, pa unutrax�i limes daje nulu.
Ako je, pak, x ∈ Q tada je za m ve�e od imenioca broja x, m!πx celobrojni
umno�ak broja π, pa je �egov kosinus jednak ±1. Otuda je unutrax�i limes
jednak 1, za m ≥ m0.

OSNOVNI POJMOVI

13.7. Definicija. Neka je A neki skup,M metriqki prostor i fn : A→
M niz funkcija.
• Ka�emo da fn ravnomerno konvergira ka f na skupu B ⊆ A, i pixemo

fn ⇒ f ako

(1) ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀x ∈ B d(fn(x), f(x)) < ε.

Ako ne naglasimo skup B, onda se podrazumeva skup A - maksimalan zajed-
niqki domen funkcija fn.
• Neka je i A metriqki prostor. Ka�emo da fn konvergira lokalno ravno-

merno na B ako za sve x0 ∈ B postoji okolina U taqke x0 takva da fn ⇒ f
na U .

Ako se podsetimo definicije obiqne konvergencije, ona glasi: za svako
x ∈ B, fn(x)→ f(x), odnosno

(2) ∀x ∈ B ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 d(fn(x), f(x)) < ε.

Razlika izme�u ravnomerne i obiqne konvergencije, odnsno izme�u (1) i (2)
je samo u rasporedu kvantifikatora ∀x ∈ B i ∃n0 ∈ N. Logiqka razmatra�a
kazuju da

∃n0 ∀x ⇒ ∀x ∃n0

a da obratno ne stoji. Sliqno kao xto se narodna poslovica za svaku vre�u
postoji zakrpa mo�e uzeti za taqnu, a �en obrat postoji zakrpa koja �e zakr-
piti sve vre�e nipoxto ne mo�e.

Obiqni konvergenciju zva�emo drukqije i konvregencija taqka po taqka
ili konvergencija t.p.t.

Dakle va�i implikacija

fn ⇒ f ⇒ fn → f t.p.t.,

ali ne i obratna.

Inaqe, ravnomerna konvergencija tra�i da izbor
n0 koji kontrolixe brzinu konvergencije mora biti
isti za sve x ∈ B, odnosno da se za n ≥ n0 grafici
svih funkcija fn moraju nalaziti u traci xirine ε
oko grafika funkcije f - slika 2. Slika 2

13.8. Stav [sitna pravila]. a) Niz funkcija fn ⇒ f na skupu B ako i
samo ako je

(3) lim
n→+∞

sup
x∈B

d(fn(x), f(x)) = 0.

(Ovo je Koxijeva karakterizacija;)
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b) Ako na skupu B va�i d(fn(x), f(x)) ≤ αn, pri qemu niz αn te�i ka nuli
i ne zavisi od x onda fn ⇒ f na B;

v) Ako fn ⇒ f na B i C ⊆ B, onda fn ⇒ f na C;
g) Ako fn ⇒ f na skupovima B1, B2, . . . , Bk onda fn ravnomerno konvergira

i na uniji B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk;
d) Ako je skup B konaqan i fn → f t.p.t., onda fn ⇒ f na B;
�) Ako fn → f lokalno ravnomerno na B, i ako je B kompaktan skup, onda

fn ravnomerno konvergira ka f na B (bez onog lokalno).

Dokaz. a) Rep deifinicije (1) ∀x ∈ B d(fn(x), f(x)) < ε ekvivalentan je
sa sup

x∈B
d(fn(x), f(x)) < ε. (Istina u direktnom smeru pojav	uje se ≤ umesto <,

ali to ne me�a stvar, jer je ε univerzalno kvantifikovano.) Tada (1) postaje

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N sup
x∈B

d(fn(x), f(x)) < ε,

a to je upravo (3);
b) Sledi iz prethodne taqke i stava o dva milicionera, jer je tada

0 ≤ sup
x∈B

d(fn(x), f(x)) ≤ αn;

v) Ako nexto va�i za sve x ∈ B - ve�eg skupa, onda va�i i za sve x ∈ C -
ma�eg skupa;

g) Postoji nj tako da za sve n ≥ nj i sve x ∈ Bj va�i d(fn(x), f(x)) < ε.
Uzmimo n0 = max{n1, . . . , nk}. Odavde je jasno da se ravnomerna konvergencija
ne mo�e preneti sa beskonaqno mnogo skupova na �ihovu uniju;

d) Jasno je da svaki konvergentan niz konvergira ravnomerno na jednoqla-
nom skupu. Primenimo prethodnu taqku;

�) Za svako x postoji okolina Ux na kojoj fn ravnomerno konvergira.
Kolekcija okoline Ux, x ∈ B pokrivaju B, pa se iz te kolekcije mo�e izd-
vojiti konaqno potpokriva�e. Dakle, B ⊆

⋃n
j=1 Uxj

. Prema taqki g) fn
ravnomerno konvergira na skupu

⋃
Uxj

, a prema taqki v) i na ma�em skupu
B. �

13.9. Stav [linearnost]. Ako fn ⇒ f i gn ⇒ g tada i λfn + µgn ⇒
λf + µg.

Dokaz. Jednostavno sledi, jer je

sup ||(λfn + µgn) + (λf + µg)|| ≤ |λ| sup ||fn − f ||+ |µ| sup ||gn − g||.

�

Me�utim, iz fn ⇒ f i gn ⇒ g ne sledi fngn ⇒ fg. Na primer fn(x) =
gn(x) = x+ 1/n ravnomerno konvergira ka x na qitavom R, dok je

fn(x)gn(x) = x2 +
2x
n

+
1
n2
→ x2.

Me�utim, posled�a konvergencija nije ravnomerna, jer je supremum raz-
like 2x/n+ 1/n2 po svim x ∈ R jednak +∞.
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13.10. Stav. Neka fn ⇒ f na skupu B. Tada
a) Ako su sve fn ograniqene, onda je i f ograniqena;
b) Ako su sve fn neprekidne, onda je i f neprekidna.

Dokaz. a) Pretpostavimo suprotno, da je f neograniqena. Neka je n ∈ N
fiksiran. Kako je fn ogranqena, to je za sve x ∈ B, ||fn(x)|| ≤ Mn. Kako je f
neograniqena, to postoji x ∈ B tako da je ||f(x)|| > Mn + 1, i tada je

sup
x∈B
||fn(x)− f(x)|| ≥ ||fn(x0)− f(x0)|| ≥ 1;

b) Neka je x0 ∈ B. Za sve x ∈ B imamo

||f(x)− f(x0)|| ≤ ||f(x)− fn(x)||+ ||fn(x)− fn(x0)||+ ||fn(x0)− f(x0)||.

Zbog ravnomerne konvergencije, prvi i tre�i sabirak se mogu uqiniti
ma�im od ε/3, za sve n ≥ n0 i sve x ∈ B. (Uloga ravnomerne konvergencije je u
tome da je n0 isto i u prvom i u tre�em sabirku i da ne zavisi od x.) Zapravo
nama je dovo	no za n = n0, jer je fn0 neprekidna, pa se i drugi sabirak mo�e
uqiniti ma�im od ε/3 za x iz neke dovo	no male okoline taqke x0. �

Primedba: Prethodni dokaz u stvari dokazuje da limesi kad n → +∞
i x → x0 mogu da razmene mesta. Uskoro �emo istu tehniku iskoristiti da
doka�emo opxtu teoremu o komutativnosti limesa.

13.11. Komentar. Niz funkcija fn(x) = xn iz primera 13.2 oqito ne
konvergira ravnomerno, jer bi u tom sluqaju graniqna funkcija bila nepre-
kidna, a ona to nije. Me�utim, graniqna funkcija je neprekidna (identiqki
je jednaka nuli) na [0, 1) xto daje neku nadu da taj niz ravnomerno konvergira
na u�em skupu. Na samom [0, 1) to nije sluqaj, jer je

sup
x∈[0,1)

|xn − 0| = 1 9 0.

Me�utim, ve� na intervalu [0, 1− δ] taj niz ravnomerno konvergira, jer je

sup
x∈[0,1−δ]

|xn − 0| = (1− δ)n → 0.

To znaqi da fn lokalno ravnomerno konvergira na intervalu [0, 1), jer
svaka taqka iz [0, 1) ima okolinu oblika [0, 1− δ].

13.12. Opxta definicija. Neka je T neprazan skup,M metriqki pros-
tor, i fα : T → M neka familija funkcija, α ∈ A, gde je A neki skup sa
definisanom konvergencijom. Mo�e biti A = N, R, C, metriqki prostor
itd. Neka je α0 taqka nagomilava�a skupa A. (Pojam taqke nagomilava�a
shvatamo nexto slobodnije, pa to mo�e biti realan broj, simbol +∞, −∞,
ali i a+, a−, gde je a ∈ R, i uostalom sve xto poseduje sistem okolina.)

Ka�emo da fα ravnomerno konvergira ka f , kad α → α0, na skupu B ⊆ T
ako va�i

∀ε > 0 ∃U ∈ Oα0 ∀α ∈ U ∀t ∈ B d(fα(t), f(t)) < ε.

Ponekad umesto fα(t) pixemo i f(α, t). Ve�ina teorema mo�e se iskazati
i dokazati u ovom kontekstu. To posebno va�i za Stavove 13.8 i 13.10.

Dva Koxijeva uslova ekvivalentna su ravnomernoj konvergenciji famil-
ije funkcija fα. Prvi od �ih je onaj koji liqi na definiciju Koxijevog
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niza, i va�i samo pod uslovom da je M kompletan metriqki prostor, i glasi

(4) ∀ε > 0 ∃U ∈ Oα0 ∀α, β ∈ U ∀t ∈ B d(fα(t), fβ(t)) < ε.

Da ravnomerna konvergencija povlaqi (4) vidi se iz nejednakosti

d(fα(t), fb(t)) ≤ d(fα(t), f(t)) + d(fβ(t), f(t)).

Obratno, ako va�i (4), onda za fiksirano t ∈ B preslikava�e α 7→ fα(t)
ispu�ava Koxijev uslov (obiqan, ne ravnomerni) u okolini taqke α0, pa pos-
toji f(t) = lim

α→α0
fα(t), za sada samo taqka po taqka. Da bismo pokazali da

je konvregencija ravnomerna, u posled�oj nejednakosti formule (4) pustimo
β → α0, i ono xto dobijemo je upravo definicija ravnomerne konvergencije.

Drugi uslov je nalik Stavu 13.8 a) i glasi

fα ⇒ f ⇔ lim
α→α0

sup
t∈B

d(fα(t), f(t)) = 0.

13.13. Teorema [o komutativnosti limesa]. Neka su A i B skupovi
sa definisanom konvergencijom, f : A × B → M , M metriqki prostor. Ako
je:

(i) lim
α→a

f(α, β) = h(β);

(ii) lim
β→b

f(α, β) = g(α) ravnomerno po α iz neke fiksirane okoline U0 ∈ Oa,
tada postoje i me�usobno su jednaki

lim
β→b

h(β), lim
α→a

g(α), lim
(α,β)→(a,b)

f(α, β),

to jest

lim
α→a

lim
β→b

f(α, β) = lim
β→b

lim
α→a

f(α, β) = lim
(α,β)→(a,b)

f(α, β).

Ovom prilikom je konvergencija kad (α, β) → (a, b) definisana kao kon-
vergencija sistema okolina Oa ×Ob = {U × V | U ∈ Oa, V ∈ Ob}.

Primedba: Preciznu, ali donekle rogobatnu formulaciju ove teoreme
mo�emo prepriqati ovako: Dva limesa mogu da zamene mesta ako bar jedan
od �ih konvergira ravnomerno po onoj drugoj promen	ivoj.

Dokaz. 1◦ Prvo �emo dokazati da g(α) zadovo	ava Koxijev uslov (4).
Imamo

d(g(α′), g(α′′)) ≤ d(g(α′), f(α′, β)) + d(f(α′, β), f(α′′, β)) + d(f(α′′, β), g(α′′)).

Kako f(α, β) → g(α) kad β → b ravnomerno po α ∈ U0 (ulsov (ii)), to
postoji okolina V taqke b, takva da su za sve β ∈ V i sve α′, α′′ ∈ U0 prvi i
tre�i sabirak ma�i od ε/3. Treba nam samo jedno β0 ∈ V , jer za to, konkretno
β0, preslikava�e α 7→ f(α, β0) zadovo	ava Koxijev uslov (iz uslova (i)), pa
postoji okolina U1 traqke a tako da je drugi sabirak d(f(α′, β0), f(α′′, β0))
ma�i od ε/3. Tako je za α′, α′′ ∈ U0 ∩ U1, d(g(α′), g(α′′)) < ε.

Odatle postoji

γ = lim
α→a

g(α).

2◦ Dokaza�emo, zatim, da je γ ujedno i limes funkcije h(β). Nejednakost

d(f(α, β), g(α)) < ε
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va�i, na osnovu uslova (ii), za sve β ∈ V = V (ε) i sve α ∈ U0. Na ovu
nejednakost delujemo limesom kad α → a, i dobijamo d(h(β), γ) ≤ ε, za sve
β ∈ V , i otuda

lim
β→b

h(β) = γ.

3◦ Na posletku, dokaza�emo i da je zajedniqki limes jednak γ. Imamo

d(f(α, β), γ) ≤ d(f(α, β), g(α)) + d(g(α), γ) = S1 + S2.

Sabirak S1 je ma�i od ε/2 za sve (α, β) ∈ U0 × V , kao u drugom koraku, a
S2 < ε/2 za sve α ∈ U1 (i naravno za sve β, jer ne zavisi od β). Tako je za sve
(α, β) ∈ (U0 ∩ U1)× V ispu�eno

d(f(α, β), γ) < ε.

�

SVOJSTVA GRANIQNE FUNKCIJE

13.14. Stav [neprekidnost graniqne funkcije]. Neka su T iM met-
riqki prostori, α ∈ A skup sa konvergencijom, a ∈ A′. Ako je za sve α ∈ U0 ∈
Oa funkcija fα neprekidna, i ako fα ⇒ f , kad α → a, tada je i graniqna
funkcija f neprekidna.

Dokaz. Uslovi stava mogu se zapisati i ovako

lim
t→t0

fα(t) = fα(t0)

lim
α→a

fα(t) = f(t) ravnomerno po t ∈ V neke okoline taqke t0

Time su ispu�eni uslovi Teoreme o komutativnosti limesa, pa imamo

lim
t→t0

f(t) = lim
t→t0

lim
α→a

fα(t) = lim
α→a

lim
t→t0

fα(t) = lim
α→a

fα(t0) = f(t0).

�

13.15. Stav [integral graniqne funkcije]. Neka je D ⊆ Rk �ordan
mer	iv skup, neka je fα : D → R, α ∈ A familija integrabilnih funkcija, i
neka fα(x) ⇒ f(x) po x ∈ D, kad α→ a. Tada je i f integrabilna i va�i

lim
α→a

∫
D

fα(t) dt =
∫
D

f(t) dt.

Drugim reqima, ako je konvergencija ravnomerna na domenu integracije,
onda limes i integral mogu zameniti mesta.

Dokaz. Neka je ε > 0 dato. Postoji okolina U ∈ Oa takva da nejednakost

|fα(t)− f(t)| < ε

λ(D)

va�i za sve α ∈ U i sve t ∈ D. (Podsetimo se, λ(D) je oznaka za �ordanovu
meru skupa D). Ta nejednakost se mo�e zapisati i kao

fα(t)− ε

λ(D)
≤ f(t) ≤ fα(t) +

ε

λ(D)
.
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Odatle je posle integracije

(5)

∫
D

fα(t) dt− ε ≤
∫
D

f(t) dt ≤
∫
D

f(t) dt ≤
∫
D

fα(t) dt+ ε,

odakle je razlika gor�eg i do�eg integrala funkcije f ma�a od 2ε - dakle
proizvo	no mala, pa je f integrabilna.

Da	e, nejednakosti (5) mo�emo zapisati i kao∫
D

f(t) dt− ε ≤
∫
D

fα(t) dt ≤
∫
D

f(t) dt+ ε,

za sve α ∈ U , a to po definiciji znaqi da je

lim
α→α0

∫
D

fα(t) dt =
∫
D

f(t) dt.

�

Prethodna dva Stava, pokazuju kako se svojstva neprekidnosti i inte-
grabilnosti prenose na graniqnu funkciju. Sa izvodom stvari stoje nexto
slo�enije. Tu qak ni ravnmerna konvergencija nije dovo	na. Naime, niz
funkcija fn(x) = 1

n sinnx iz primera 13.3 ravnomerno konvergira ka nuli, jer
je

|fn(x)| =
∣∣∣∣ 1n sinnx

∣∣∣∣ ≤ 1
n
,

ali niz izvodnih funkcija f ′n(x) = cosnx je divergentan. Me�utim, slede�i
Stav koji daje dovo	ne uslove za komutativnost limesa i izvoda, otkla�a sve
nedoumice.

13.16. Stav [izvod graniqne funkcije]. Neka je J ⊆ R interval, fα :
J → R, α ∈ A familija diferencijabilnih funkcija, a taqka nagomilava�a
skupa A i neka va�i

(i) fα(x0), konvergira kad α→ a, za neko x0 ∈ J ;
(ii) f ′α(x), konvergira kad α→ a, lokalno ravnomerno na J ka g(x).
Tada fα konvergira lokalno ravnomerno na J ka nekoj diferencijabilnoj

funkciji f , i va�i f ′ = g, odnosno(
lim
α→a

fα(x)
)′

= lim
α→a

f ′α(x).

Dokaz. Iz sitnog pravila d) va�i da f ′α ⇒ g na kompaktima. Neka
je K kompaktan interval qija unutrax�ost sadr�i [x0, x] (osnosno [x, x0]).
Primenom Lagran�ove teoreme o sred�oj vrednosti na funkciju fα − fβ , za
x, y ∈ K nalazimo

(6) |fα(x)− fβ(x)− (fα(y)− fβ(y))| = |f ′α(ξ)− f ′β(ξ)| · |x− y|,
za neko ξ izme�u x i y.

Stavimo y = x0 (i to ono x0 iz uslova (i)) i dobijamo

|fα(x)−fβ(x)| ≤ |f ′α(ξ)−f ′β(ξ)|·|x−x0|+|fα(x0)−fβ(x0)| <
ε

2λ(K)
|x−x0|+

ε

2
= ε,

jer f ′α ispu�ava ravnomerno Koxijev uslov (4) na K, a fα(x0) je familija bro-
jeva koja tako�e ispu�ava Koxijev uslov. Otuda fα(x) konvergira ravnomerno
na K, odnosno fα konvergira lokalno ravnomerno nekoj funkciji f .
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Ako (6) podelimo sa |x− y|, i stavimo y = x+ h nalazimo∣∣∣∣fα(x+ h)− fα(x)
h

− fβ(x+ h)− fβ(x)
h

∣∣∣∣ = |f ′α(ξ)− f ′β(ξ)| < ε,

ravnomerno po h ∈ U , gde je U takva okolina nule, da f ′α ravnomerno konver-
gira u okolini x+ U taqke x. Prelaskom na limes β → a dobijamo∣∣∣∣fα(x+ h)− fα(x)

h
− f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ε,
odnosno

lim
α→a

fα(x+ h)− fα(x)
h

=
f(x+ h)− f(x)

h
,

ravnomerno po h iz neke okoline nule U . Kako je jox

lim
h→0

fα(x+ h)− fα(x)
h

= f ′α(x)

za sve α (ne obavezno ravnomerno) to na posled�a dva limesa mo�emo pri-
meniti Teoremu o komutativnosti limesa, i stoga je

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

lim
α→a

fα(x+ h)− fα(x)
h

=

= lim
α→a

lim
h→0

fα(x+ h)− fα(x)
h

= lim
α→a

f ′α(x) = g(x).

�

Primedba: Da bi limes i izvod zamenili mesta, ne tra�imo ravnomernu
konvergenciju polazne familije, ve� familije izvoda. Ovo je logiqno, jer je
izvod operacija suprotna integralu. I vixe, kada bismo pretpostavili da je
f ′α integrabilna za sve α onda bismo imali kra�i i efektniji dokaz. Naime,
iz �utn Lajbnicove formule, imamo

fα(x) = fα(x0) +
∫ x

x0

f ′α(t) dt,

pa Stav 13.15 mo�emo primeniti na familiju f ′α i �ordan mer	iv skup
[x0, x] ⊆ R. Na�alost, postoje diferencijabilne funkcije sa neintegrabil-
nim izvodom.

Jox jedna primedba: Svi stavovi prethodnog ode	ka daju dovo	ne a ne i
potrebne uslove. I vixe, postoji mnogo primera gde je graniqna funkcija
neprekidna ili limes integrala jednak integralu limesa itd, a da pri tome
konvergencija nije ravnomerna.

RAVNOMERNA KONVERGENCIJA REDOVA

13.17. Definicija. Neka je fn : A → M ⊆ Rk (ili M ⊆ C, jer C
mo�emo poistovetiti sa R2) neki niz funkcija. Ka�emo da red funkcija

(7)
+∞∑
n=1

fn(x)
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konvergira ravnomerno, ako niz delimiqnih suma sn(x) =
∑n
k=1 fk(x) konver-

gira ravnomerno.
Ako je joxA metriqki prostor, onda ka�emo da red (9) konvergira lokalno

ravnomerno ako niz delimiqnih suma sn konvergira lokalno ravnomerno.
Podsetimo se da red (9) apsolutno konvergira ako konvergira red

(8)
+∞∑
n=1

||fn(x)||.

Lako se vidi, iz Koxijevog uslova, da apsolutna konvergencija povlaqi obiqnu.
Naime, ako Sn oznaqava delimiqnu sumu reda (8) onda primenom nejednakosti
mnogougla imamo ||sm − sn|| ≤ Sm − Sn. (Obratimo pa��u da je red (8) red sa
pozitivnim qlanovima).

Ako red (8) ravnomerno konvergira, onda ka�emo da polazni red (9) nor-
malno konvergira. Kako svaka ravnomerna konvergencija povlaqi konveren-
ciju taqka po taqka, i kako apsolutna povlaqi obiqnu to izme�u razliqitih
vrsta konvergencija imamo slede�u vezu

normalna
↙ ↘

apsolutna ravnomerna
↘ ↙

obiqna

Ni za jednu od tih implikacija ne va�i obrat. I vixe, apsolutna i
ravnomerna zajedno ne povlaqe normalnu, xto se vidi iz narednog primera.
To ujedno opravdava uvo�e�e norvog naziva normalna konvergencija umesto
apsolutno ravnomerna.

13.18. Primer. Red

+∞∑
n=0

fn(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx
(1 + x2)n

konvergira apsolutno za x ∈ [0, 1], i konvergira ravnomerno po x ∈ [0, 1].
Me�utim red

+∞∑
n=0

|fn(x)| =
+∞∑
n=0

∣∣∣∣ (−1)nx
(1 + x2)n

∣∣∣∣
ne konvergira ravnomerno.

Zaista, taj red je geometrijski red sa koliqnikom −1/(1 + x2) pomno�en
sa x, i �egova suma jednaka je

+∞∑
n=0

fn(x) = x
1

1 +
1

1 + x2

=
x(1 + x2)

2 + x2
.
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Ostatak reda (odnosno razlika izme�u zbira i n-te delimiqne sume) je

Rn(x) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)kx
(1 + x2)k

∣∣∣∣∣ = 1
(1 + x2)n+1

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

(−1)kx
(1 + x2)k

∣∣∣∣∣ =(
1

1 + x2

)n+1 ∣∣∣∣x(1 + x2)
2 + x2

∣∣∣∣ = x

(2 + x2)(1 + x2)n
.

Otuda je

|Rn(x)| ≤
x

(1 + x2)n
= ϕn(x).

Jednostavnim raquna�em izvoda nalazi se da funkcija ϕn dosti�e mak-
simum na intervalu [0, 1] u taqki 1/

√
2n− 1, pa je

|Rn(x)| ≤ ϕn
(

1√
2n− 1

)
=

1√
2n− 1

· 1(
1 +

1
2n− 1

)n → 0,

odakle red ravnomerno konvergira.
Apsolutna konvergencija reda je oqigledna, jer je opet req o geometrijskom

redu. �egova suma je

+∞∑
n=0

|fn(x)| =
+∞∑
n=0

x

(1 + x2)n
=

x

1− 1
1 + x2

=
1 + x2

x
,

za x 6= 0, dok je jednaka 0 za x = 0. Dakle, graniqna funkcija nije neprekidna,
pa konvergencija ne mo�e biti ravnomerna.

KRITERIJUMI RAVNOMERNE KONVERGENCIJE

Ima mnogo situacija kada ne mo�emo eksplicitno da odredimo graniqnu
funkciju, a potrebno je da zak	uqimo da li je konvregencija ravnomerna. One
su posebno qeste u sluqaju redova. Stoga u ovom ode	ku razmatramo razliqite
dovo	ne uslove za ravnomernu konvergenciju.

13.19. Dinijev kriterijum. Neka je fn : T → R, T kompaktan met-
riqki prostor, fn monoton niz (to jest fn(t) ≤ fn+1(t) ili fn(t) ≥ fn+1(t), za
sve t ∈ T , i lim

n→+∞
fn(t) = f(t). Ako su sve fn i f neprekidne, onda fn ⇒ f na

T .
Posebno, ako su u redu

∑
gn(t) sve funkcije pozitivne i graniqna funk-

cija neprekidna, onda red ravnomerno konvergira na kompaktnim skupovima.
Naime, tada je niz parcijalnih suma monotono rastu�i.

Dokaz. Neka je, na primer, fn rastu�i niz. Za dato ε > 0 posmatrajmo
skupove

Fn = {t ∈ T | fn(t) ≤ f(t)− ε}.

Ovi su skupovi zatvoreni, jer su fn i f neprekidne, a time i funkcija gn =
f − fn − ε, a Fn se mo�e prikazati kao g−1

n ([0,+∞)). Zbog monotonije niza fn
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je Fn ⊇ Fn+1. Da	e

+∞⋂
n=1

Fn = {t ∈ T | ∀n fn(t) ≤ f(t)− ε} = ∅,

jer fn → f , t.p.t. Zato, i zbog kompaktnosti prostora T (vidi Teoremu 9.21)
postoji n ∈ N takav da je Fn = ∅. No tada je za svako t ∈ T ispu�eno

f(t)− ε < fn(t) ≤ f(t) < f(t) + ε,

i zbog monotonije, eto ravnomerne konvergencije.
U sluqaju da je niz opadaju�i, prethodno va	a primeniti na niz −fn. �

Primedba: Stav va�i i kada je familija funkcija indeksirana nekim
podskupom skupa R, uz neznatne izmene u dokazu. Ovu opxtiju varijantu
Dinijevog kriterijuma koristi�emo u izvo�e�u Stirlingove formule 14.16.

13.20. Vajerxtrasov kriterijum. Neka fn : T → Rk, T neprazan skup,
neka je ||fn(x)|| ≤ an i neka red

∑
an konvergira. Tada red

(9)
+∞∑
n=1

fn(x)

normalno konvergira. Posebno, on ravnomerno konvergira.

Dokaz. Dokaza�emo da za niz delimiqnih suma sn(x) =
∑n
k=1 ||fn(x)||

va�i Koxijev uslov (4). Imamo

sm(x)− sn(x) =
m∑

k=n+1

||fk(x)|| ≤
m∑

k=n+1

ak < ε,

ravnomerno po x, za dovo	no velike m > n. �

13.21. Stav. Neka su T i M metriqki prostori, A ⊆ T i fα : A → M
neprekidne funkcije, i neka je

lim
α→a

fα(t) = f(t)

za sve t ∈ A.
Ako familija fα(t0) divergira za neko t0 ∈ A tada familija fα ne kon-

vergira ravnomerno na A.
Posebno, ako familija neprekidnih funkcija fα(x) divergira za x = b,

onda fα ne mo�e ravnomerno da konvergira na [a, b).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada
lim
α→a

fα(t) = f(t), ravnomerno po t ∈ A, i
lim
t→t0

fα(t) = fα(t0), za sve α.

Tada, iz teoreme o komutativnosti limesa izlazi da postoji lim
α→a

fα(t0), a
to je kontradikcija. �
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13.22. Stav [Abelov i Dirihleov kriterijum]. Neka je A neprazan
skup, i fn, gn : A→ R, i neka je gn monoton niz. Ako je ispu�en bilo koji od
slede�ih uslova

(A) Red
+∞∑
n=1

fn(x) ravnomerno konvergira po x ∈ A, i va�i |gn(x)| ≤ M ,

pri qemu M ne zavisi od x (to jest niz gn je ravnomerno ograniqen);

(D) Niz delimiqnih suma Fk(x) =
k∑
j=1

fj(x) je ravnomerno ograniqen (to

jest |Fk(x)| ≤M , gde M ne zavisi od x), a gn(x) ⇒ 0, kad n→ +∞,
onda red

+∞∑
k=1

fn(x)gn(x)

ravnomerno konvergira.
Primedba: Zapravo, iskaz ovog stava se mo�e dobiti od iskaza Abelovog

i Dirihleovog kriterijuma za obiqnu konvregenciju redova, i to tako xto se
svuda, i u pretpostavkama i u zak	uqku doda req ,,ravnomerno\.

Dokaz. Kao i kod brojnih redova, po�imo od formule za delimiqnu sumaciju
(10)
n+p∑
k=n

fk(x)gk(x) = Fn+p(x)gn+p(x)− Fn−1(x)gn(x)−
n+p−1∑
k=n

Fk(x)(gk+1(x)− gk(x))

Ako va�i uslov (A), tada posle jox malo raquna nalazimo
(11)
n+p∑
k=n

fk(x)gk(x) = (Fn+p(x)−Fn−1(x))gn+p(x)−
n+p−1∑
k=n

(Fk(x)−Fn−1(x))(gk+1(x)−gk(x)).

Znamo da je |gn(x)| ≤ M . Iz ravnomerne konvergencije reda
∑
fk xto

je isto xto i ravnomerna konvergencija niza Fk nalazimo da za dato ε > 0
postoji n0, takvo da za sve k ≥ n > n0 i sve x ∈ A va�i

|Fk(x)− Fn(x)| <
ε

3M
.

Tada iz (11) nalazimo∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

fk(x)gk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3M
M +

ε

3M

n+p−1∑
k=n

|gk+1(x)− gk(x)| ≤
ε

3
+

2ε
3

= ε.

U posled�em prelazu iskoristili smo qi�enicu da je niz gn monoton, pa
su razlike gk+1(x)− gk(x) stalnog znaka, te se moduo mo�e izbaciti van sume.

Ako va�i (D), tada je |Fk(x)| ≤ M , a za dato ε > 0 postoji n0 takvo da za
k ≥ n0 imamo |gk(x)| ≤ ε/4M , pa iz (10) nalazimo∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n

fk(x)gk(x)

∣∣∣∣∣ ≤M ε

4M
+M

ε

4M
+M(|gk+p(x)|+ |gn(x)|) < ε.

U oba sluqaja ispu�en je Koxijev uslov (4), pa red ravnomerno konvergira.
�
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Primedba: Konvergencija reda sa qlanovima koji pripadaju Rk, svodi se
na konvergenciju k redova sa realnim qlanovima, dobijenih uzima�em koor-
dinata. Tako Abelov i Dirihleov kriterijum ostaju na snazi i kada funkcije
fn imaju vrednosti u Rk ili C.

STEPENI REDOVI, ANALITIQKE FUNKCIJE

13.23. Definicija. Red oblika

(12)
+∞∑
n=0

an(x− α)n

nazivamo stepeni red. Delimiqne sume stepenog reda su polinomi stepena n.
Teoriju stepenih redova mo�emo posmatrati u okviru realnih ili komplek-
snih brojeva. U prvom sluqaju pretpostav	amo da x, α, an ∈ R, a u drugom
x, α, an ∈ C. Ako �elimo da naglasimo u kom kontekstu radimo red (12) nazi-
vamo, redom, realni, odnosno kompleksni stepeni red.

Oblast konvergencije reda (12) oznaqava�emo sa D.
Broj R ∈ [0,+∞] odre�en jednakox�u

(13)
1
R

= lim
n→+∞

n
√
|an|

naziva se polupreqnik konvergencije stepenog reda. Razlog za taj naziv le�i
u slede�em Stavu.

Primedba: Ako postoji limes lim
n→+∞

|an/an+1| onda je on jednak R, xto

se vidi iz ve�ba�a 2 poglav	a Nizovi. To omogu�ava da se u pojedinim
sluqajevima lakxe odredi polupreqnik konvergencije.

13.24. Stav [Koxi-Adamar]. Ako je |x−α| < R onda red (12) apsolutno
konvergira, a ako je |x− α| > R, onda divergira.

U realnom sluqaju to znaqi da je (α − R,α + R) ⊆ D ⊆ [α − R,α + R],
odnosno da je oblast konvergencije stepenog reda odre�ena do na dve taqke. U
kompleksnom sluqaju to znaqi da je K(α,R) ⊆ D ⊆ K[α,R], pa je skup taqaka
u kojima na osnovu ovog Stava ne znamo da li stepeni red konvergira nexto
ve�i.

Dokaz. Neka je |x−α| < R. Zbog (13), za dovo	no veliko n i proizvo	no

ε > 0, bi�e ispu�eno n
√
|an| < 1/R+ ε, pa imamo

n
√
|an(x− α)n| = n

√
|an| |x− α| <

(
1
R

+ ε

)
|x− α| < 1,

za ε < 1
|x−α| −

1
R , a takve ε je mogu�e prona�i jer je posled�i izraz strogo

pozitivan. Tako red (12) apsolutno konvergira na osnovu Koxijevog korenog
kriterijuma.

Neka je sada |x−α| > R. Iz (13) postoji podniz niza n
√
|an| koji konvergira

ka 1/R. Otuda za qlanove tog podniza va�i

n
√
|an(x− α)n| = n

√
|an| |x− α| →

1
R
|x− α| > 1,
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pa je beskonaqno mnogo qlanova niza |an(x− α)n| ve�e od 1, pa red (12) diver-
gira. �

13.25. Stav. a) Ako red (12) konvergira za x = α+R, onda on ravnomerno
konvergira po x ∈ [α, α+R];

b) Ako red (12) konvergira za x = α+R tada je

lim
x→α+R−

+∞∑
n=0

an(x− α)n =
+∞∑
n=0

an(α+R− α)n;

v) Stepeni red konvergira lokalno ravnomerno na svom domenu.
Tvr�e�e u taqki b) poznato je pod nazivom Abelova teorema.
Ovaj Stav specifiqan je za realni kontekst. Kako se on mo�e preneti u

kompleksni kontekst opisano je u ve�ba�u 16.

Dokaz. a) Imamo

+∞∑
n=0

an(x− α)n =
+∞∑
n=0

anR
n

(
x− α
R

)n
.

Red
∑+∞
n=0 anR

n =
∑+∞
n=0 an(α+R−α)n konvergira ravnomerno po x jer ne

zavisi od x, a niz (x−αR )n je monotono opadaju�i i po modulu ne prevazilazi
1, pa zak	uqak sledi na osnovu Abelovog kriterijuma;

b) Iz ravnomerne konvergencije koju smo utvrdili u prethodnoj taqki i
Teoreme 13.13 o komutativnosti limesa nalazimo da limesi kad x → α + R−
i n→ +∞ (limes niza delimiqnih suma) mogu da razmene mesta, pa je

lim
x→α+R−

+∞∑
n=0

an(x− α)n = lim
x→α+R−

lim
N→+∞

N∑
n=0

an(x− α)n =

= lim
N→+∞

lim
x→α+R−

N∑
n=0

an(x− α)n =

= lim
N→+∞

an(α+R− α)n =
+∞∑
n=0

an(α+R− α)n;

v) Jasno je da va�e tvrd�e analogne onima pod a) i b), samo xto stoji druga
rubna taqka domena α− R. Doka�imo jox da za svako ρ < R red (12) konver-
gira ravnomerno na [α− ρ, α+ ρ]. To �emo uqiniti na osnovu Vajerxtrasovog
kriterijuma. Naime, za x ∈ [α− ρ, α+ ρ] va�i

|an(x− α)n| ≤ |an|ρn,

a red sa opxtim qlanom |an|ρn konvergira jer je to opxti qlan stepenog reda∑
|an|yn u taqki ρ < R, a qiji je polupreqnik konvergencije tako�e jednak R.
Ovo je dovo	no za dokaz, jer se ravnomerna konvergencija prenosi sa neka

dva skupa na �ihovu uniju (Stav 13.8 g)), pa sledi da red (12) konvergira
ravnomerno na svakom intervalu oblika [a, b] koji je sadr�an u oblasti kon-
vergencije D. Kako svaka taqka iz D ima okolinu oblika [a, b] to zak	uqujemo
lokalno ravnomernu konvergenciju. �
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13.26. Stav. a) U unutrax�osti oblasti konvergencije intD, to jest u
(α−R,α+R) va�i(

+∞∑
n=0

an(x− α)n
)′

=
+∞∑
n=0

ann(x− α)n−1;

b) Funkcija definisana stepenim redom (12) je beskonaqno diferenci-
jabilna (klase C∞) u unutrax�osti oblasti konvergencije intD. �en k-ti
izvod jednak je

+∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)an(x− α)n−k;

v) Za svaki interval [a, b] ⊆ D va�i∫ b

a

+∞∑
n=0

an(x− α)n dx =
+∞∑
n=0

∫ b

a

an(x− α)n dx.

Dokaz. a) Izvodni red

(14)
+∞∑
n=0

(an(x− α)n)′ =
+∞∑
n=1

nan(x− α)n−1

ima isti polupreqnik konvergencije kao i polazni, jer n
√
n→ 1, kad n→ +∞,

pa prema Stavu 13.25 v) konvergira lokalno ravnomerno u (α − R,α + R).
Rezultat sada sledi na osnovu Stava 13.16;

Primedba: Naravno izvodni red mo�e da divergira u krajevima α±R, qak
i kada tu polazni red konvergira, jer onaj faktor n ipak donosi neku te�inu.

b) Izvodni red (14) je tako�e stepeni red sa istim polupreqnikom konver-
gencije. Ako na �ega primenimo prethodnu taqku Stava, nalazimo da postoji
drugi izvod, i da je i on zadat pomo�u nekog stepenog reda. Da	e indukcijom;

v) Na intervalima oblika [a, b] ⊆ D red (12) konvergira ravnomerno prema
Stavu 13.25 v), pa se mo�e primeniti Stav 13.15 o razmeni mesta limesa i
integrala. �

13.27. Definicija. Neka je A ⊆ R otvoren interval. Funkcija f : A→
R se naziva analitiqka, ako je jednaka zbiru nekog stepenog reda u okolini
svake taqke α ∈ A. Preciznije, ako za sve α ∈ A postoje koeficijenti an i
ε > 0 takvi da va�i jednakost

(15) f(x) =
+∞∑
n=0

an(x− α)n, za sve x ∈ (α− ε, α+ ε).

Prena prethodnom Stavu (taqka b)) jasno je da je svaka analitiqka funk-
cija beskonaqno diferencijabilna. Tako�e iz (15) i (14) jasno je da je f (k)(α) =
k!ak, odnosno da je red u (15) jedinstven, i da se koeficijenti dobijaju kao
ak = f (k)(α)/k!. Takav red, odnosno red

+∞∑
n=0

f (n)(α)
n!

(x− α)n,
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nazivamo Tejlorov red funkcije f u okolini taqke α (ili kra�e u α). To je
u stvari graniqna vrednost niza Tejlorovih polinoma. Ako je α = 0 onda
Tejlorov red qesto zovemo i Maklorenov red.

Terminoloxka primedba: Dotiqni matematiqar se nije zvao Makloren,
ve� Meklorin (MacLaurin) xkotski matematiqar. Me�utim, ve�ina naxih
matematiqara koja je uvodila terminologiju xkolovala se na francuskom gov-
ornom podruqju pa se kod nas odoma�io pogrexan izgovor Makloren. Sliqno
i Halejeva kometa je zapravo Hejlijeva kometa, itd.

Slede�i stav daje potrebne i dovo	ne uslove analitiqnosti.
13.28. Stav. Neka je f : A→ R C∞ funkcija, i neka α ∈ A. Slede�a dva

uslova su me�usobno ekvivalentna:
1◦ Postoje K > 0 i δ > 0, takvi da nejednakost

(16) |f (n)(x)| ≤ n!Kn,

va�i ravnomerno po x ∈ (α− δ, α+ δ);

2◦ f(x) =
+∞∑
n=0

f (n)(α)
n!

(x− α)n, za x ∈ (α− ε, α+ ε).

Dokaz. 1◦ ⇒ 2◦) Iz (16) i iz Tejlorove formule sa ostatkom u La-
gran�ovom obliku imamo∣∣∣∣∣f(x)−

n∑
k=0

f (k)(α)
k!

(x− α)k
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

(x− α)n+1

∣∣∣∣ ≤
≤ (n+ 1)!Kn+1

(n+ 1)!
|x− α|n+1 → 0,

za |x− α| < ε = 1/M , pa red konvergira ka f(x);
2◦ ⇒ 1◦ Ako red konvergira u (α − ε, α + ε) tada iz Koxi Adamarove

formule imamo

1
ε
≥ 1
R

= lim
n

√
|f (n)(α)|

n!
,

pa za K > 1/ε dobijamo

|f (n)(α)| ≤ Knn!.

Da	e, za x ∈ (α− ε, α+ ε) uzastopnom primenom Stava 13.26, imamo

|f (k)(x)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
f (n)(α)
n!

(x− α)n−k
∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
|f (n)(α)|

n!
|x− α|n−k ≤

≤
+∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)Kn|x− α|n−k =

≤Kk
+∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)(K|x− α|)n−k.
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Posled�i red je, me�utim k-ti izvod funkcije q 7→ 1
1−q izraqunat u taqki

K|x− α| < 1. Kako je (1/(1− q))(k) = (k − 1)!/(1− q)k, to je

|f (k)(x)| ≤
(

K

1−K|x− α|

)k
(k − 1)! ≤ (2K)k(k − 1)! ≤ (2K)kk!,

za |x− α| < 1/2K. �

13.29. Primer. Funkcija f : R→ R data sa

f(x) =

{
e−1/x, x ≥ 0
0, x < 0

je beskonaqno diferencijabilna (to jest ∈ C∞(R)), ali nije analitiqka.
Zaista, indukcijom se mo�e dokazati da je n ti izvod funcije f za x > 0

jednak

f (n)(x) =
P (x)
x2n

e−1/x,

gde je P neka polinomska funkcija. Otuda se jednostavno vidi da je lim
x→0+

f (n)(x) =

0, a kako je i levi limes oqigledno jednak nuli, to iz Stava 5.14 sledi
f (n)(0) = 0. Otuda je zbir �enog Maklorenovog reda u nuli jednak 0, a to
je razliqito od f(x) u svakoj ε okolini nule.

NEKE ZANIM�IVE FUNKCIJE

13.30. Rimanova ζ-funkcija. To je funkcija ζ : (1,+∞) → R zadata
sa

(17) ζ(x) =
+∞∑
n=1

1
nx
.

Red (17) oqigledno konvergira ako i samo ako je x > 1 (videti osnovni red,
paragraf 4.11). Xatvixe, taj red konvergira lokalno ravnomerno. Naime, on
konvergira ravnomerno po x ∈ (1 + δ,+∞) na osnovu Vajerxtrasovog kriteri-
juma, jer

1
nx
≤ 1
n1+δ

,

a red sa opxtim qlanom 1/n1+δ konvergira. S druge strane svako x ∈ (1,+∞)
ima okolinu oblika (1 + δ,+∞) (na primer za δ = (x − 1)/2. Otuda je, prema
Stavu 13.14, graniqna funkcija neprekidna.

Dakle ζ-funkcija je neprekidna.
Svi sabirci 1/nx su stepene funkcije sa osnovom 1/n ≤ 1, pa su opadaju�e

i konveksne. Zato su takve i delimiqne sume reda (17), pa i �ihova graniqna
vrednost.

Dakle, ζ funkcija je opadaju�a i konveksna.
Da	e, va�e rezultati

lim
x→+∞

ζ(x) = 1, lim
x→1+

ζ(x) = +∞.
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Zaista, zbog ravnomerne konvergencije na intervalu oblika (2,+∞) zbog
teoreme o komutatovnosti limesa, imamo

lim
x→+∞

ζ(x) =
+∞∑
n=1

lim
x→+∞

1
nx

= 1.

S druge strane, istom tehnikom kao i u dokazu Koxijevog integralnog
kriterijuma, nalazimo

ζ(x) ≥
∫ +∞

1

1
tx

dt =
1

x− 1
,

odakle sledi drugi limes.
Indukcijom se mo�e dokazati da za k-ti izvod ζ-funkcije va�i

ζ(k)(x) =
+∞∑
n=1

(− log n)k

nx
.

Naime, gor�i red lokalno ravnomerno konvergira. Taqnije konvergira
ravnomerno na (1 + δ,+∞) jer je∣∣∣∣ (− log n)k

nx

∣∣∣∣ ≤ logk n
n1+δ

,

pa se mo�e primeniti Stav 13.16.
Neke konkretne vrednosti ζ-funkcije mogu se izraqunati primenom Fu-

rijeovih redova, na primer

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
,

o qemu videti ve�ba�e 2, u glavi Furijeovi redovi.
Grafik ζ-funkcije nalazi se na slici 3.

Slika 3
13.31. ζ-funkcija i prosti brojevi. Neka P oznaqava skup svih prostih

brojeva. Tada va�i jednakost

(18) ζ(x) =
∏
p∈P

(
1− 1

px

)−1

.
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Dokaz. Kako je 1/px < 1 (jer je x > 1), to va�i razvoj u geometrijski red(
1− 1

px

)−1

=
+∞∑
k=0

1
pkx

,

koji je apsolutno konvergentan. Neka je q ∈ P fiksiran. Posmatrajmo proizvod

(19)
∏

P3p≤q

(
1− 1

px

)
=

∏
P3p≤q

+∞∑
k=0

1
pkx

.

Kako su redovi apsolutno konvergentni, oni se mogu qlan po qlan izmno�iti,
i dobijeni qlanovi se mogu pregrupisati. Tako se dobija zbir qiji su sabirci

jednaki
1

pk1x1 . . . pklx
l

, gde su p1, . . . , pl prosti brojevi ma�i ili jednaki od q,

a k1, . . . , kl prirodni. Prema osnovnoj teoremi aritmetike, svaki prirodan
broj se mo�e na jedinstven naqin prikazati kao proizvod prostih. Otuda se u
izmno�enom proizvodu (19) nalaze sabirci oblika 1/nx, i svi su me�u sobom
razliqiti. I vixe od toga, me�u �ima se nalaze svi oni koji odgovaraju
prirodnim brojevima ma�im od q. Tako je

0 ≤ ζ(x)−
∏

P3p≤q

(
1− 1

px

)−1

≤
∑

m=q+1

1
mx

,

a posled�a suma te�i ka nuli, kad q → +∞, jer je to ostatak konvergentnog
reda. �

Prethodna fomrula koja ustanov	ava vezu izme�u ζ-funkcije i prostih
brojeva polazna je taqka nebrojenim primenama ζ-funkcije u teoriji brojeva.

Napomenimo i da red kojim se definixe ζ-funkcija (17), konvergira i
ako se umesto x > 1 uzme kompleksan broj z takav da je Re z > 1. Za takve
kompleksne z va�i i formula (18). Dokazi su isti. Me�utim, ζ-funkcija
se putem takozvanog analitiqkog produ�e�a, mo�e na jedinstven naqin pro-
du�iti i na taqhke levo od prave Rex = 1. Zapravo u celu kompleksnu ravan,
osim u taqku 1.

Najpoznatiji nerexen matematiqki problem vezan je za ζ-funkciju. Poz-
nat je pod imenom Rimanova hipoteza, i vezan je za odre�iva�e nula komplek-
sne ζ-funkcije. Poznato je da se ζ funkcija anulira u negativnim parnim
borjevima −2,−4,−6, . . . . Rimanova hipoteza pretpostva	a da su sve ostale
nule ζ-funkcije smextene na pravoj Re z = 1/2 + it.

13.32. Vajerxtrasova funkcija. U ovom paragrafu konstruisa�emo
funkciju koja je neprekidna u svakoj taqki, a nije diferencijabilna ni u
jenoj taqki svog domena.

Neka je ψ : R → R, ψ(x) = d(x,Z) rastoja�e do najbli�eg celog broja,
odnosno

ψ(x) =

{
x− n, n ≤ x ≤ n+ 1/2
n− x, n− 1/2 ≤ x ≤ n

.

Ta funcija je periodiqna sa periodom 1. �en grafik ima oblik testere i
prikazan je na slici 4.
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Slika 4
Vajerxtrasovu funkciju definixemo kao

f(x) =
+∞∑
n=0

1
4n
ψ(4nx).

Svi sabirci su neprekidne funkcije, a red ravnomerno konvergira, prema
Vajerxtrasovom kriterijumu, jer je

1
4n
ψ(4nx) ≤ 1

4n
.

Prema Stavu 13.14, onda je i graniqna funkcija f neprekidna.
Dokaza�emo da f nije diferencijabilna ni u jednoj taqki. Neka je x0 ∈ R

proizvo	no. Postoji ceo broj sn takav da va�e nejednakosti

αn =
sn

2 · 4n
≤ x0 <

sn + 1
2 · 4n

= βn,

i mo�e se dobiti kao sn = [2 ·4nx0]. Interval [αn, βn] ima du�inu 1/(2 ·4n) i u
�emu se zasigurno mo�e na�i neki xn ∈ [αn, βn] takav da je |xn−x0| = 1/4n+1.
Oqigledno, niz xn → x0. Za difernecijalni koliqnik imamo

f(xn)− f(x0)
xn − x0

=
+∞∑
k=0

1
4k
ψ(4kxn)− ψ(4kx0)

xn − x0
.

Dokaza�emo da ovaj izraz divergira kad n → +∞. Naime, ako je k > n, tada
je |4kxn− 4kx0| = 4k−n−1, xto je ceo broj pa se sabirak u gor�em redu anulira
zbog periodiqnosti funkcije ψ. Red se tako svodi na konaqnu sumu. Ako je
k ≤ n, onda se 4kxn i 4kx0 nalaze izme�u celog i polucelog broja. Da bi se to
videlo dovo	no je pokazati da unutrax�ost intervala [4kαn, 4kβn] ne sadr�i
ni ceo ni poluceo broj. Pretpostavimo suprotno, da za neki ceo broj l, �egova
polovina l/2 ∈ [4kαn, 4kβn]. Tada je sn < l4n−k < sn + 1 xto je nemogu�e.
Dakle, 4kxn i 4kx0 pripadaju nekom segmentu qiji su krajevi ceo i poluceo
broj, a funkcija ψ je na tom segmentu linearna, pa je

ψ(4kxn)− ψ(4kx0)
xn − x0

= ±4kxn − 4kx0

xn − x0
,

i otuda je

f(xn)− f(x0)
xn − x0

=
n∑
k=0

(±1),

a to je niz koji ne mo�e da bude konvergentan, jer su mu susedni qlanovi na
rastoja�u jedan. Prema Hajneovoj teoremi tada ne postoji

lim
y→x0

f(y)− f(x0)
y − x0

.
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Primedba: Na prvi pogled moglo bi se pomisliti da je nediferencijabil-
nost Vajerxtrasove funkcije posledica umno�ava�a vrhova testere. Me�u-
tim to nije tako, req je o superponira�u oscilacija. Uostalom, originalan
Vajerxtrasov rezultat bio je da je funkcija

g(x) =
+∞∑
n=0

an cos(bnπx)

neprekidna i nigde diferencijabilna, ako je 0 < a < 1 i b pozitivan neparan
broj, takav da je ab > 1+3π/2. Ideja dokaza je veoma sliqna, ali je u primeru
koji navodimo tehnika jednostavnija.

Jox jedna primedba: Texko je zamisliti grafik
Vajerxtrasove funkcije. To bi trebalo da bude lin-
ija, koja se crta jednim potezom ruke (zbog neprekid-
nosti) ali takva da u svakoj taqki ima xpic (zbog
nediferencijabilnosti). Vizuelizaciju ove funk-
cije donekle olakxava podatak da ona ima fraktalno
svojstvo. Naime, va�i f(4x) = 4f(x)− ψ(x), pa jedan
deli� �enog grafika liqi na grafik qitave funk-
cije. Videti sliku 5. Slika 5

13.33. Γ-funkcija. Gama funkciju definixemo kao jedinstvenu funk-
ciju Γ : (0,+∞)→ (0,+∞) koja ima slede�e tri osobine:

(i) Γ(1) = 1;
(ii) Γ(x+ 1) = xΓ(x);
(iii) log Γ(x) je konveksna funkcija.
Takva funkcija postoji i mo�e se dobiti kao

(20) Γ(x) =
∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

Funkcija je korektno definisana, jer za sve x > 0 integral konvergira,
u beskonaqnoj taqki jer je tx−1e−t = o(e−t/2), a u nuli, jer je tx−1e−t ∼ tx−1.
Pozitivnost je oqigledna. Poka�imo da tako odre�ena funkcija zaista zado-
vo	ava osobine (i)− (iii).

(i) Γ(1) =
∫ +∞

0

e−t dt = 1;

(ii) Primenom parcijalne integracije imamo

Γ(x+ 1) =
∫ +∞

0

txe−t dt = −txe−t
∣∣+∞
0

+
∫ +∞

0

e−txtx−1 dt = xΓ(x);

(iii) Neka je θ ∈ (0, 1) i p = 1/θ, q = 1/(1 − θ). Tada je 1/p + 1/q = 1 pa
primenom Helderove nejednakosti nalazimo

Γ(θx+ (1− θ)y) = Γ
(
x

p
+
y

q

)
=
∫ +∞

0

t(x−1)/pt(y−1)/qe−t/pe−t/q dt ≤

≤
(∫ +∞

0

tx−1e−t dt
)1/p(∫ +∞

0

ty−1e−t dt
)1/q

= Γ(x)1/pΓ(y)1/q,

odakle logaritmova�em dobijamo

log Γ(θx+ (1− θ)y) ≤ 1
p

log Γ(x) +
1
q

log Γ(y) = θ log Γ(x) + (1− θ) log Γ(y).
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13.34. Jedinstvenost Γ-funkcije. Ojlerova formula. Xto se tiqe
jedinstvenosti, postupi�emo ovako.

Za poqetak primetimo da iz osobina (i) i (ii) sledi da za prirodan broj n
va�i

(21) Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1) = · · · = (n− 1)!Γ(1) = (n− 1).

Na sliqan naqin, za 0 < x < 1 i n ∈ N imamo

(22) Γ(n+ x) = (n− 1 + x) . . . xΓ(x).

Da	e, neka je g(x) = log Γ(x), neka je 0 < x < 1 i n prirodan broj. Taqka
n + x nalazi se izme�u taqaka n i n + 1 i mo�e se prikazati kao �ihova
konveksna kombinacija, i to

n+ x = (1− x)n+ x(n+ 1).

Zbog konveksnosti funkcije g odatle je

g(n+ x) ≤ (1− x)g(n) + xg(n+ 1),

a kako je, zbog (21) g(n) = log(n− 1)!, to imamo

log Γ(n+ x) = g(n+ x) ≤ (1− x) log(n− 1)! + x log n! = log(n− 1)! + log nx,

to jest
Γ(n+ x) ≤ (n− 1)!nx,

xto se zbog (22) svodi na

Γ(x) ≤ (n− 1)!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n− 1)
.

Sliqno razmatra�e primenimo na trojku taqaka n + x, n + 1 i n + x + 1.
Tada je

n+ 1 = x(n+ x) + (1− x)(n+ x+ 1),
a zbog konveksnosti funkcije g i

log n! = g(n+ 1) ≤xg(n+ x) + (1− x)g(n+ x+ 1) =

=x log Γ(n+ x) + (1− x) log Γ(n+ x+ 1) =

=x log Γ(n+ x) + (1− x) log((n+ x)Γ(n+ x)) =

= log Γ(n+ x) + (1− x) log(n+ x),
odnosno

n! ≤ Γ(n+ x)(n+ x)1−x = (n+ x− 1) . . . xΓ(x)(n+ x)1−x.

Tako je

Γ(x) ≤ (n− 1)!nx

x(x+ 1) . . . (n− 1 + x)
≤ 1
n

(
n

n+ x

)x
(n+ x)Γ(x).

Prema Teoremi o dva policajca je, onda

lim
n→+∞

(n− 1)!nx

x(x+ 1) . . . (n− 1 + x)
= Γ(x).

Zgodnije je u posled�em nizu uzeti n+1 umesto n, i iskoristiti qi�enicu
da je (n+ 1)x ∼ nx, odakle dobijamo, takozvanu Ojlerovu formulu

(23) Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1) . . . (n+ x)
.
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�u smo dokazali za 0 < x < 1, qime je dokazano da je Γ funkcija jedin-
stveno odre�ena uslovima (i) − (iii) na intervalu (0, 1). Me�utim, odatle je
zbog uslova (ii) potpuno odre�ena svuda. Xtavixe, mogu�e je pokazati da for-
mula (23) va�i za sve x > 0, i to tako xto �emo pokazati da se �eno va�e�e
prenosi sa x na x+1. Zaista, leva strana jednakosti (23) zadovo	ava jednakost
(ii). Me�utim zadovo	ava i desna, jer ako desnu stranu oznaqimo sa h(x), onda
imamo

h(x+ 1) = lim
n→+∞

n!nx+1

(x+ 1) . . . (n+ x)(n+ 1 + x)
=

= lim
n→+∞

nx

n+ x+ 1
n!nx

x(x+ 1) . . . (n+ x)
= xh(x).

13.35. Vajerxtrasova formula za Γ-funkciju. Va�i jednakost

Γ(x) =
e−γx

x

+∞∏
k=1

ex/k
(
1 +

x

k

)−1

,

gde je

γ = lim
n→+∞

(
1 +

1
2

+ · · ·+ 1
n
− log n

)
Ojler-Maskeronijeva konstanta (videti ve�ba�e 1 poglav	a Nizovi).

Zaista, iz Ojlerove formule (23) na osnovu neprekidnosti funkcije log
nalazimo
(24)

log Γ(x) = lim
n→+∞

[
x log n− log x−

n∑
k=1

log
(
1 +

x

k

)]
=

= lim
n→+∞

[
x

(
n∑
k=1

1
k
− γ + αn(- nula niz)

)
− log x−

n∑
k=1

log
(
1 +

x

k

)]
=

=− γx− log x+ lim
n→+∞

n∑
k=1

[x
k
− log

(
1 +

x

k

)]
=

=− γx− log x+
+∞∑
k=1

[x
k
− log

(
1 +

x

k

)]
,

odakle sledi formula uzima�em eksponenta obe strane.
Iz Vajerxtrasove fomrule (logaritmovane) mo�e se zak	uqiti da je Γ

funkcija diferencijabilna. Zaista, izvodni red, reda koji se pojav	uje u
(24) je lokalno ravnomerno konvergentan prema Vajerxtrasovom kriterijumu,
jer mu je opxti qlan jednak

1
k
− 1
x+ k

=
x

k(x+ k)
≤ M

k2
,

za x ∈ (0,M), pa je prema Stavu 13.16, dozvo	eno diferencira�e pod znakom
sume.

Tako je

(log Γ(x))′ =
Γ′(x)
Γ(x)

= −γ − 1
x

+
+∞∑
k=1

[
1
k
− 1
x+ k

]
.
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Posebno, ako se stavi x = 1, u posled�em redu dolazi do skra�iva�a,
�egova suma jednaka je 1, pa dobijamo Γ′(1) = −γ.

13.36. Ojlerova B-funkcija. Beta funkcija je funkcija dve promen	ive
B : (0,+∞)2 → R, data sa

B(x, y) =
∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt.

Integral ima dve (mogu�e) nesvojsvene taqke 0 i 1, i to ako je x < 1,
odnosno y < 1. Me�utim, jednostavno se vidi da integral u tim taqkama
konvergira.

B-funkcija je oqigledno pozitivna. Jednostavno, smenom t = 1− s vidimo
da je B-funkcija simetriqna, to jest

B(x, y) = B(y, x).

Tako�e jednostavno se raquna

B(1, y) =
∫ 1

0

(1− t)y−1 dt = − 1
y
(1− t)y

∣∣∣∣1
0

=
1
y
.

Osnovna osobina Beta funkcije je slede�a �ena veza sa Γ-funkcijom.

(25) B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)

.

Ova se relacija mo�e dokazati na vixe naqina. Prvi naqine je da doka�emo
da za svako y, funkcija gy : (0,+∞)→ (0,+∞) data sa

gy(x) =
B(x, y)Γ(x+ y)

Γ(y)

zadovo	ava uslove (i)− (iii) ode	ka 13.33.

(i) uslov: Imamo gy(1) =
B(1, y)Γ(1 + y)

Γ(y)
=

(1/y)yΓ(y)
Γ(y)

= 1.

(ii) uslov: Pre nego xto ga poka�emo, treba izvesti odre�enu jednakost
za B-funkciju, koja se dobija parcijalnom integracijom, uz malo nelogiqno
pregrupisa�e. Imamo

B(x+ 1, y) =
∫ 1

0

tx(1− t)y−1 dt =

=
∫ 1

0

(
t

1− t

)x
(1− t)x+y−1 dt = −

∫ 1

0

(
t

1− t

)x
d

(1− t)x+y

x+ y
=

=− tx(1− t)y

x+ y

∣∣∣∣1
0

+
∫ 1

0

(1− t)x+y

x+ y
x

(
t

1− t

)x−1 1− t+ t

(1− t)2
dt =

=
x

x+ y

∫ 1

0

tx−1(1− t)x+y−x+1−2 dt =
x

x+ y
B(x, y).

Otuda je

gy(x+ 1) =
B(x+ 1, y)Γ(x+ y + 1)

Γ(y)
=

x
x+yB(x, y)(x+ y)Γ(x+ y)

Γ(y)
= xgy(x).
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(iii) uslov. Dokaza�emo najpre da je preslikva�e x 7→ B(x, y) logaritamski
konvkesno, za sve y. Zaista, primenom Helderove nejednakosti, nalazimo

B(θx1 + (1− θ)x2, y) =
∫ 1

0

tθx1+(1−θ)x2−1(1− t)y−1 dt =

=
∫ 1

0

(
tx1−1(1− t)y−1

)θ (
tx2−1(1− t)y−1

)1−θ
dt ≤

≤
(∫ 1

0

tx1−1(1− t)y−1 dt
)θ (∫ 1

0

tx2−1(1− t)y−1 dt
)1−θ

dt =

=B(x1, y)θB(x2, y)1−θ.

Odatle je

gy(θx1 + (1− θ)x2) =
B(θx1 + (1− θ)x2, y)Γ(θx1 + (1− θ)x2 + y)

Γ(y)
≤

B(x1, y)θB(x2, y)1−θΓ(x1 + y)θΓ(x2 + y)1−θ

Γ(y)
= gy(x1)θgy(x2)1−θ.

Drugi naqin dokaziva�a jednakosti (25), koji koristi Teoremu o Jakobi-
janu za nesvojstvene integrale, prikazan je u paragrafu 11.28.

13.37. Razne osobine Γ funkcije. 1◦ Γ(n+1) = n!. Zaista, uzastopnom
primenom uslova (ii) nalazimo Γ(n+ 1) = nΓ(n− 1) = · · · = n!Γ(1) = n!.

2◦ Γ
(
n+

1
2

)
=

(2n− 1)!!
2n

√
π. Prvo �emo izraqunati Γ(1/2). Na osnovu

(25) imamo

Γ
(

1
2

)2

=
Γ(1/2)Γ(1/2)

Γ(1)
= B(1/2, 1/2) =

∫ 1

0

dt√
t(1− t)

.

Posled�i integral se mo�e izraqunati smenom t/(1 − t) = s2, (odakle sledi
t = s2/(1 + s2)), pa tako imamo

Γ(1/2)2 =
∫ +∞

0

s
1 + s2

s2
2s(1 + s2)− 2ss2

(1 + s2)2
ds =

∫ +∞

0

2 ds
1 + s2

= 2arctg s|+∞0 = π.

Da	e se primenom uslova (ii) dobija

Γ
(
n+

1
2

)
=

2n− 1
2

Γ
(

2n− 1
2

)
= · · · = 2n− 1

2
. . .

1
2
Γ
(

1
2

)
=

(2n− 1)!!
2n

√
π.

3◦ Asimptotsko ponaxa�e Γ funkcije u krajevima domena je ovakvo

Γ(x) ∼ 1
x
, x→ 0+, Γ(x) ∼

√
2πxx−1/2e−x, x→ +∞

Zaista, prva formula sledi iz Γ(x) = Γ(x + 1)/x, i neprekidnosti Γ-
funkcije. Druga je takozvana Stirlingova formula i bi�e dokazana u para-
grafu 14.16 u glavi Integrali sa parametrom.

4◦ Γ funkcija je konveksna, jer je kompozicija dve konveksne funkcije exp
i log Γ, od kojih je prva rastu�a. Time je Γ-funkcija neprekidna, ima uvek
levi i desni izvod, i diferencijabilna je svuda osim u najvixe prebrojivo
mnogo taqaka. Xtavixe, �en izvod je rastu�a funkcija, pa Γ funkcija opada
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do svog minimuma, pa onda raste. Taj minimum se nalazi izme�u 1 i 2, jer je
Γ(1) = Γ(2) = 1.

5◦ Vixe od toga, mo�e se pokazati da je Γ funkcija beskonaqno puta difer-
encijabilna, i da va�i

Γ(n)(x) =
∫ +∞

0

tx−1e−t logn tdt.

xto �emo dokazati u paragrafu 14.17 glave Integrali sa parametrom.
6◦ Γ funkcija se mo�e produ�iti i na negativne ne cele brojeve zadr�a-

vaju�i ulsov (ii). Naime, tada za −1 < x < 0 definixemo Γ(x) = Γ(x + 1)/x,
i tako redom.

Xtavixe mo�e se produ�iti i na sve kompleksne brojeve, osim negativnih
celih, primenom takozvanog analitiqkog produ�e�a.

7◦ Formula dopu�ava�a. Za sve 0 < x < 1 va�i

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sinπx

Izvo�e�e ove formule se zasniva na takozvanom Ojlerovom razlaga�u si-
nusa

(26) sinx = x

+∞∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
,

qiji je dokaz opisan u ve�ba�u 3, glave Furijeovi redovi. Ako za trenutak
prihvatimo da je formula taqna, onda iz Ojlerove formule za Γ-funkciju,
nalazimo

Γ(x)Γ(1− x) = lim
n→+∞

(n!)2nxn1−x

x(x+ 1) . . . (x+ n)(1− x)(2− x) . . . (n+ 1− x)
.

Ako u imeniocu izdvojimo x i n+ 1− x, a ostale qinioce grupixemo tako da
mo�emo da primenimo razliku kvadrata, nalazimo

Γ(x)Γ(1− x) = lim
n→+∞

n

x(n+ 1− x)
1222 . . . n2

(1− x2)(4− x2) . . . (n2 − x2)
=

1
x

lim
n→+∞

1
(1− x)(1− x2/4) . . . (1− x2/n2)

,

xto zajedno sa (26) dokazuje formulu dopu�ava�a, za 0 < x < 1. Ona se
mo�e produ�iti do svih realnih ne celih brojeva, jer se jednostavno vidi da
dodava�em jedinice na x obe strane dobijaju po jedan minus.

8◦ Grafik Γ funkcije prikazan je na slici 6.
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Slika 6

PROSTOR C[a, b]

13.38. Skup C[a, b] svih neprekidnih funkcija na segmentu [a, b] ima al-
gebarsku strukturu vektorskog prostora, sa prirodno uvedenim operacijama
sabira�a i mno�e�a skalarom. On se mo�e posmatrati i kao realni i kao
kompleksni vektorski prostor. Ovde �e biti realan. Dakle, definiximo

C[a, b] = {x : [a, b]→ R | x neprekidna}.

Za date funkcije x, y ∈ C[a, b] i λ ∈ R definixemo funkcije x + y, λx :
[a, b]→ R sa

(x+ y)(t) = x(t) + y(t), (λx)(t) = λx(t).

Sa tako uvedenim operacijama + i ·, C[a, b] ima strukturu vektorskog pros-
tora. Mo�emo uvesti i normu, pomo�u

||x|| = max
a≤t≤b

|x(t)|.

Norma je korektno definisana, jer je zajedno sa funkcijom x i funkcija
|x| neprekidna, pa dosti�e maksimum na zatvorenom intervalu. Pomo�u norme
na prirodan naqin uvodimo metriku

d(x, y) = ||x− y|| = max
a≤t≤b

|x(t)− y(t)|.
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Ovaj prostor pomenuli smo u glavi Metriqki prostori. Sa uvedenim
pojmom ravnomerne konvergencije, mogu�e je deta	nije prouqiti ovaj pros-
tor. Pre svega niz xn konvergira ka x u prostoru C[a, b] ako i samo ako xn
ravnomerno konvergira ka x, to se jednostavno vidi, jer xn → x u metrici
prostora C[a, b] ako i samo ako d(xn, x) = maxa≤t≤b |xn(t) − x(t)| → 0, a kako
su u sluqaju neprekidnih funkcija max i sup jedno te isto, onda je to ekvi-
valentno uslovu (3), xto je, pak, ekvivalentno ravnomernoj konvergenciji.

13.39. Stav. Prostor C[a, b] je kompletan.

Dokaz. Neka je xn Koxijev niz u C[a, b]. To znaqi da je ispu�eno

(27) ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m ≥ n ≥ n0 d(xn, x) = max
a≤t≤b

|xm(t)− xn(t)| < ε.

Fiksiramo t ∈ [a, b]. Kako je |xm(t) − xn(t)| ≤ maxa≤t≤b |xm(t) − xn(t)|, to
iz prethodnog proizilazi da je niz realnih brojeva xn(t) Koxijev niz, pa je
prema tome konvergentan. Postoji, dakle funkcija

x(t) = lim
n→+∞

xn(t),

s tim xto je req o konvergenciji taqka po taqka. Me�utim, ako u posled�oj
nejednakosti u (27) |xm(t) − xn(t)| ≤ ε, koja va�i za sve t, pustimo limes kad
m → +∞, a to mo�emo jer m nije ogeaniqeno odozgo, onda za sve t ∈ [a, b]
nalazimo

|x(t)− xn(t)| ≤ ε,
odnosno

sup
a≤t≤b

|x(t)− xn(t)| ≤ ε,

a kada se proqita preambula formule (27) onda to upravo znaqi da xn ⇒
x, odnosno d(xn, x). Odatle, na osnovu Stava 13.14 sledi da je funkcija x
neprekidna. �

Teorema koja sledi naziva se Vajerxtrasova teorema o aproksimaciji, a
neki ka�u i prva Vajerxtrasova teorema o aproksimaciji. Grubo govore�i
ona tvrdi da se svaka neprekidna funkcija na segmentu mo�e ravnomerno
aproksimirati polinomima. Dokaz koji ovde prezentiramo zasniva se na
slede�oj lemi. Drugaqiji naqin dokaziva�a Vajerxtrasove teoreme mo�e se
na�i u ve�ba�ima 29, 30 i 31.

13.40. Lema. Neka je data funkcija, Wn : [−1, 1]→ R sa

Wn(x) = An(1− x2)n,

gde je konstanta An odre�ena sa

An =
(∫ 1

−1

(1− x2)n dx
)−1

.

Tada va�i:
(i) An ≤ (n+ 1)/2;

(ii)
∫ 1

−1

Wn(x) dx = 1 i Wn(x) ≥ 0 za sve x ∈ [−1, 1];

(iii) lim
n→+∞

∫
δ≤|x|≤1

Wn(x) dx = 0, za svako δ > 0.
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Dokaz. (i) Na intervalu [0, 1] va�i x2 ≤ x pa je (1 − x2)n ≥ (1 − x)n, i
otuda

A−1
n =

∫ 1

−1

(1− x2)n dx = 2
∫ 1

0

(1− x2)n dx ≥ 2
∫ 1

0

(1− x)n dx =
2

n+ 1
;

(ii) Pozitivnost je oqita, a konstante An su upravo tako podexene da
integral bude jednak 1;

(iii) Za |x| ≥ δ je Wn(x) = An(1−x2)n ≤ An(1− δ2)n ≤ (n+ 1)(1− δ2)n/2→
0. �

Primedba: Za konstante An se mo�e re�i i preciznije. Naime smenom
x2 = t dobijamo

A−1
n =

∫ 1

−1

(1− x2)n dx = 2
∫ 1

0

(1− x2)n dx =

= 2
∫ 1

0

(1− t)n 1
2
√
t
dt = B(n+ 1, 1/2) =

Γ(n+ 1)Γ(1/2)
Γ(n+ 3/2)

.

Odatle se prema Stirlingovoj formuli (paragraf 14.16) mo�e dobiti

An ∼
√
n/π.

13.41. Teorema [Vajerxtrasova o aproksimaciji]. Neka je f ∈ C[a, b]
proizvo	na funkcija. Tada postoji niz polinoma pn, takav da pn ⇒ f .
Drugim reqima, skup svih polinoma je svuda gust u prostoru C[a, b].

Dokaz. 1◦ Dokaza�emo prvo poseban sluqaj kada je [a, b] = [0, 1] i kada je
f(0) = f(1) = 0. Uzmimo jox da je f produ�ena van [0, 1] nulom, i uoqimo
funkcije

pn(x) =
∫ 1

−1

f(x+ t)Wn(t) = (smena x+ t = s)

=
∫ x+1

x−1

f(s)Wn(s− x) ds =
∫ 1

0

f(s)Wn(s− x) ds.

Iz posled�eg se vidi da su pn polinomi, i to parnog stepena.
Uoqimo ε > 0 i ocenimo (koriste�i rezultate leme)

|f(x)− pn(x)| =
∣∣∣∣f(x)

∫ 1

−1

Wn(t) dt−
∫ 1

−1

f(x+ t)Wn(t) dt
∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣∫ 1

−1

(f(x)− f(x+ t))Wn(t) dt
∣∣∣∣ ≤

≤
∫
|t|≤δ

|f(x)− f(x+ t)|Wn(t) dt+

+
∫
δ≤|t|≤1

|f(x)− f(x+ t)|Wn(t)|dt =

=S1 + S2,

gde smo δ odabrali iz definicije ravnomerne neprekidnosti funkcije f . U
prvom sabirku je, onda, rastoja�e izme�u x i x + t ma�e od δ, pa je |f(x) −
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f(x+ t)| ≤ ε. Tako je

S1 ≤ ε
∫
|t|≤δ

Wn(t) dt ≤ ε
∫ 1

−1

Wn(t) dt = ε.

Ako sa M oznaqimo ograniqe�e funkcije |f |, onda je drugi sabirak ma�i
od

S2 ≤ 2M
∫
δ≤|t|≤1

Wn(t) dt < ε,

za dovo	no veliko n. Tako je za sve x ∈ [0, 1] i za sve dovo	no velike n

|f(x)− pn(x)| < 2ε,

a to upravo znaqi da pn ⇒ f .
2◦ Poka�imo kako se iz ovog posebnog sluqaja mo�e izvesti opxti. Naime,

neka je f : [a, b]→ R proizvo	na neprekidna funkcija. Tada su funkcije

g(x) = f(a+ x(b− a)), h(x) = g(x)− g(0)− x(g(1)− g(0))

tako�e neprekidne, ali su definisane na [0, 1]. Za funkciju h jox va�i h(0) =
h(1) = 0. Zato postoji niz polinoma pn ⇒ h. Tada niz polinoma qn(x) =
pn(x) + g(0) + x(g(1)− g(0)) ravnomerno konvergira ka g, a niz polinoma

rn(x) = qn

(
x− a
b− a

)
ravnomerno konvergira ka f . �

13.42. Posledica. Prostor C[a, b] je separabilan.

Dokaz. Pokaza�emo da je skup svih polinoma PQ sa racionalnim koefi-
cijentima prebrojiv svuda gust skup.

Da je prebrojiv vidimo na slede�i naqin. Neka Pn oznaqava skup svih
polinoma sa racionalnim koeficijentima, ma�eg ili jednakog od n. Pres-
likava�e ψ : Qn+1 → Pn dato sa ψ(a0, a1, . . . , an) = a0 + a1x + · · · + anx

n je
bijekcija. Otuda Pn ima istu kardinalnost kao i Qn+1 - dakle prebrojiv je.
Kako je PQ =

⋃
n≥1 Pn, to je PQ prebrojiva unija prebrojivih skupova, pa je i

sam prebrojiv.
Za dato f ∈ C[a, b], prema Vajerxtrasovoj teoremi o aproksimaciji, postoji

polinom p(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn takav da je ||f−p|| < ε/2. Me�utim postoje
i racionalni brojevi b0, b1, . . . , bn takvi da je |aj − bj | ≤ ε/(2(n+ 1)Mj), gde je
Mj = maxa≤x≤b |xj |. Tada, ako oznaqimo sa q(x) polinom b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n,
za sve x ∈ [a, b] imamo

|p(x)−q(x)| = |(a0−b0)+(a1−b1)x+· · ·+(an−bn)xn)| <
n∑
j=0

ε

2(n+ 1)Mj
|xj | ≤ ε/2.

Tako je

||f − q|| ≤ ||f − p||+ ||p− q|| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle, skup svih polinoma sa racionalnim koeficijentima je svuda gust
u C[a, b]. Kako je taj skup ujedno i prebrojiv, to znaqi da je C[a, b] separabilan.

�



13. RAVNOMERNA KONVERGENCIJA 325

VE�BA�A

1. Ispitati da li niz funkcija fn ravnomerno konvergira na skupu A:
a) fn(x) = sin nx

n
, A = R;

b) fn(x) = sin x
n
, A = R;

v) fn(x) = xn

1+xn , A = [0, 1− ε];

g) fn(x) = xn

1+xn , A = [1− ε, 1 + ε];

d) fn(x) = xn

1+xn , A = [1 + ε,+∞);

�) fn(x) = nx
1+n+x

, A = [0, 1];

e) fn(x) = arctgnx, A = (0,+∞)
�) fn(x) = arctgnx, A = [ε,+∞);
z) fn(x) = 1

x+n
, A = (0,+∞).

2. Ispitati da li dati redovi konvergiraju na datim skupovima:
a)
∑+∞

n=1
1

x2+n2 na R;

b)
∑+∞

n=1
sin nx

n
na [0, 2π];

v)
∑+∞

n=1
sin nx

n
na [ε, 2π − ε];

g)
∑+∞

n=1
x

1+n4x2 na [0,+∞);

d)
∑+∞

n=1 x
2e−nx na [0,+∞);

�)
∑+∞

n=1
(−1)n

n+x
na [0,+∞);

e)
∑+∞

n=1

cos 2nπ
3√

n2+x2
na R.

3. Neka je x > 0, an > 0, n = 1, 2, . . . , n, . . . i neka red
∑

(1/an) divergira.
Dokazati da tada red

a1

a2 + x
+

a1

a2 + x
· a2

a3 + x
+ . . .

konvergira i na�i �egov zbir.

4. U intervalu (−∞,+∞) dat je niz funkcija fn(x) =
1

1 + n sin2 πx
, n = 1, 2, . . . .

Odrediti �egovu graniqnu vrednost f(x) i ispitati kako se aproksimacione krive
y = fn(x) pribli�avaju graniqnoj krivoj y = f(x). U kojim intervalima niz fn(x)

ravnomerno konvergira? Da li je lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→+∞

fn(x) dx za ma koji

konaqan interval [a, b]?

5. a) Ako je an opadaju�i niz koji te�i ka nuli, onda va�i jednakost

+∞∑
n=1

(−1)nan = −a1

2
+

1

2

+∞∑
n=1

(−1)n(an − an+1);

b) Neka je ϕ(x) =

+∞∑
n=1

(−1)n

nx
. Odrediti oblast konvergencije ovog reda. Na�i

lim
x→0+

ϕ(x).

6. Neka je f = f0 : [0, 1] → R neprekidna funkcija, i fn+1(x) =

∫ x

0

fn(t) dt, za

n = 0, 1, . . . i 0 ≤ x ≤ 1. Dokazati da je funkcija ϕ(x) =
∑+∞

n=0 fn(x) definisana i
neprekidna na [0, 1], i izraziti ϕ preko f .
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7. Neka je f(t) =
∑+∞

n=1 2−n[nt], za t ∈ R.
a) Odrediti sve taqke iz R u kojima je funkcija f neprekidna;
b) Izraqunati:

1◦ lim
t→∞

f(t)

t
; 2◦

∫ 1

0

f(t) dt; 3◦
1

2
(f(0+) + f(0−)).

8. Koriste�i redove pokazati da je

∫ 1

0

x−x dx =

+∞∑
m=1

1

mm
.

9. Izraqunati

∫ +∞

0

e−x2
cos ax dx razvijaju�i funkciju cos ax u Maklorenov

red.

10. Dokazati da za 0 ≤ α ≤ 1 va�i jednakost

+∞∑
n=0

α2n+1

(2n+ 1)2
=

∫ π/2

0

arcsin(α cosx) dx,

i izraqunati zbir
∑+∞

n=0
1

(2n+1)2
.

11. Izraqunati

∫ π/2

0

ctg t log
1

cos t
dt.

12. Neka je realan red an konvergentan i
∑+∞

n=0 an = α. Dokazati da je funkcija

f(t) =

+∞∑
n=0

an
tn

n!
definisana na qitavom R i da je

∫ +∞
0

e−tf(t) dt = α. Odrediti bar

jedno f : R2 → R sa osobinom
∫ +∞
0

e−tf(x, t) dt = ex za sve x ∈ R.

13. Na�i u obliku reda vrednost integrala J =
∫ 1

0
log x log(1− x) dx.

14. Neka je a > 0. Korix�e�em razvoja funkcije x 7→ 1

a2 + x2
po stepenima x/a

i a/x izraqunati

∫ +∞

0

log x

a2 + x2
dx.

15. Slu�e�i se redovima, izraqunati integral

∫ π

0

sin2 xdx

(1− 2a cosx+ a2)(1− 2b cosx+ b2)
, |a|, |b| < 1.

[Uputstvo: Pokazati da je sin x
1−2a cos x+a2 =

∑+∞
n=0 a

n sin(n+ 1)x.]
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16. a) Neka je |z−1/2| < 1/2 i | Im(1−z)| ≤ K Re(1−z)
- oblast DK prikazana na slici. Dokazati da je tada
|z| < 1 i |1− z| ≤M(1− |z|), gde je M = 2

√
1 +K2;

b) Neka je dat stepeni red
+∞∑
n=0

anz
n, koji konvergira

za z = 1 ka A ∈ C, i neka je sn =
n∑

k=0

ak. Dokazati da je

+∞∑
n=0

anz
n = (1− z)

+∞∑
n=0

(sn −A)zn;

v) Dokazati da
+∞∑
n=0

anz
n ravnomerno kovergira ka A,

kad Dk 3 z → 1 (kompleksna varijanta Abelove teoreme). Slika 7

17. Izraqunati J =

∫ 1

0

log(1 + x)

x
dx pomo�u reda, znaju�i da je

∑∞
1

1
n2 = π2/6.

18. Dokazati jednakost

∫ 1

0

arctg x

x
dx = 1− 1

32
+

1

52
− 1

72
+ . . . .

19. Odrediti sumu reda 1 + x4

4!
+ x8

8!
+ . . . .

20. a) Dokazati da je sa f(x) =

+∞∑
n=0

xn

1 + n2
definisana neprekidna funkcija na

[−1, 1];
b) Dokazati da je f neprekidno diferencijabilna na [−1, 1);
v) Dokazati da je f ′−(1) = +∞.

21. Neka je f(x) =

+∞∑
n=1

nxn

1 + n3
. Odrediti oblast definisanosti D funkcije f ,

kao i skup taqaka D1 ⊆ D u kojima f ima (konaqan) izvod. Ispitati neprekidnost
funkcije f na D i f ′ na D1.

22. a) Ispitati konvergenciju i na�i zbir reda f(x) =

+∞∑
n=1

(−1)nx2n

n(2n− 1)
;

b) Dokazati jednakost
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n(4n2 − 1)
= 1− log 2.

23. Data je funkcija f(x) =
+∞∑
n=0

xn

2n+1
. Odrediti domen funkcije f i dokazati

da je

f(x) =


1

2
√

x
log 1+

√
x

1−
√

x
, x > 0

1, x = 0
1√
−x

arctg
√
−x, x < 0

.

Dakle, analitiqka funkcija se neki put mora zadati sa dva izraza. Ovo ujedno
ukazuje da su log i arctg ,,jedno te isto\. Vixe o tome u kursu kompleksnih funkcija.

24. a) Ispitati konvergenciju i na�i zbir reda

(28)
+∞∑
n=3

(−1)nxn

n− 1
;
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b) Ispitati funkciju f(x) definisanu izrazom koji predstav	a zbir reda (28)
svuda gde taj izraz ima smisla. Nacrtati �en grafik;

v) Izraqunati i geometrijski protumaqiti izraze S1 =

+∞∑
n=3

1

n2 − 1
i S2 =

+∞∑
n=3

(−1)n

n2 − 1
.

25. Dat je stepeni red
+∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 1
x2n.

a) Odrediti oblast obiqne, apsolutne i ravnomerne konvergencije reda;
b) Izraqunati sumu tog reda za one x za koje konvergira;
v) Izraqunati zbir 1− 1

4
+ 1

7
− 1

10
+ 1

13
− . . .

26. Dat je integral I(a) =

∫ +∞

0

e−xa

dx (a ∈ R).

a) Ispitati �egovu konvergenciju;
b) Koriste�i Γ-funkciju, izraqunati lim

a→+∞
I(a);

v) Ispitati konvergenciju reda
+∞∑
n=1

(2n− 1)!!

I(1/n)

(
x

1 + x2

)n

;

g) Sabrati taj red.

27. Ispitati konvergenciju i na�i zbirove redova: 1)
+∞∑
n=1

((n− 1)!)2

(2n)!
(2x)2n; 2)

+∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
xn.

[Uputstvo: dokazati da dati redovi zadovo	avaju neku linearnu diferenci-
jalnu jednaqinu.]

28. Dokazati da red ∑
p−prost broj

1

p

divergira.
[Uputstvo: Primeniti ideje paragrafa 18.]

29. a) Dokazati da se svaka neprekidna funkcija na [a, b] mo�e ravnomerno apro-
ksimirati izlom	enom linijom sa temenima (xk, f(xk)) za pogodno odabranu podelu
intervala [a, b];

b) Dokazati da se svaka izlom	ena linija iz taqke a) mo�e prikazati kao
konaqna linearna kombinacija funkcija oblika x 7→ |x − xk| funkcije x i kon-
stante 1;

v) Dokazati da se funkcija x 7→ |x− xk| mo�e ravnomerno aproksimirati poli-
nomima, koriste�i razvoj

|x| =
√

1 + (x2 − 1) =

+∞∑
n=0

(
1/2
n

)
(x2 − 1)n;

g) Dokazati, koriste�i prethodne taqke, Vajerxtrasovu teoremu o aproksimaciji.

30. Dati su Bernxtajnovi polinomi

Bn,k(x) =

(
n
k

)
xk(1− x)n−k,
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a za datu neprekidnu na [0, 1] funkciju f polinomi

pn(x; f) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k(x).

a) Pokazati da je
∑n

k=0Bn,k(x) ≡ 1;
b) Pokazati da pn(x; f) ⇒ f , ako je f jedna od funkcija h0(x) ≡ 1, h1(x) = x i

h2(x) = x2;
v) Za dato ε > 0, neka je δ takvo da |x−y| < δ povlaqi |f(x)−f(y)| < ε (ravnomerna

neprekidnost), neka je M ogranqe�e funkcije |f |, i neka je ξ ∈ [0, 1] fiksirano.
Dokazati (razdvajaju�i sluqajeve) da za sve x va�i

|f(x)− f(ξ)| ≤ 2M

(
x− ξ

δ

)2

+ ε;

g) Ako je h(x) = (x− ξ)2 dokazati, korix�e�em prethodne nejednakosti da je

(29) |pn(x; f − f(ξ))| ≤ 2M

δ2
pn(x;h) + ε;

d) Korix�e�em prethodnih taqaka dokazati Vajerxtrasovu teoremu o aproksi-
maciji.

31. Za linerano preslikava�e A : C[a, b] → C[a, b] ka�emo da je pozitivno
ako iz f(x) ≥ 0 za sve x sledi (Af)(x) ≥ 0 za sve x. Ka�emo da je skup M ⊆
C[a, b] minimiziraju�i ako za sve t ∈ [a, b] postoji f konaqna linearna kombinacija
funkcija iz M takvo da f ima strogi minimum u t.

a) Ugeldaju�i se na prethodni zadatak dokazati Teoremu Korovkina: Ako niz
pozitvinih linearnih preslikava�a An ima osobinu da Anf ⇒ f za sve f ∈M, onda
Anf ⇒ f za sve f ∈ C[a, b];

b) Dokazati da su skupovi {1, x, x2} i {1, cosx, sinx} minimiziraju�i;
v) Dokazati da su slede�a preslikava�a pozitivna:
(i) f 7→ pn(x; f), gde je pn definisano sa (29);

(ii) f 7→
∫ 1

−1
f(x− t)Wn(t) dt, gde je Wn funkcija iz Leme 13.40

(iii) f 7→
∫ π

−π
f(x− t)Fn(t) dt, gde je Fn Fejerovo jezgro definisano u Stavu 15.16.




