13. PABHOMEPHA KOHBEPTEH-
ITMJA

IITPUMEPNA

IIpernocrasumo na je f,, Heku Hu3 penanux GpyHkuuja koju Ha ckymy A C R
kouseprupa Gyukuuju f. Jlorudno je ouekuBaru 11a ce ocobune rpaHudHe QyHKIUje
f Mory onpenntu Ha oHOBY ocobmHa dhyukunja f,. Mehyrnm, To ce mokasyje TatHO
y Beoma maJjioM Opojy ciaydajeBa. Ha mpumep, ako cy cBe dyukimje f, pacryhe,
Tanga jeqHOCTABHUM IPOJAcKOM JjumMeca Kpo3 fn(z) < f,(y) 3akmydyjemo na je u
rpannuna dynkuuja f pacryha. Caugno, ako cy cBe dyHkumje f,, KOHBEKCHe, Ta1a
je n f KOHBEKCHa, UITO Ce BUJIM JEJIHOCTABHUM IIPEJACKOM Ha JIIMEC Y HEjeqHAKOCTI

fa(0z 4+ (1= 0)y) < 0fn(2) + (1= 0)fuly).
1 1y ce oTmpusinKe 3aBpiaBa OHO IITO MOXKEMO 2 3aKJ/bYINMO O TPaHWd-
HOj yHKIMjn HA OCHOBY cBOjcTaBa (yukumja f,. OcuM HejeAHAKOCTM TpaHUTHA
BPEIHOCT HUIINTA Buille He dyBa. Jla 6mcMo ce y To yBepuiu pasmorpumo cienehe

npuMepe.
13.1. HekoMyTaTUBHOCT JiuMeca. Pa3sMoTpuMo ABOCTPYKH HU3
m-—n
Tmn = m+ ’I’L’

onuocuo mpecyaukaBame T : N X N — R. Pemociien kojum hemo mycrutu n — 400
n m — +00 Of TIpecyaHe je BaXKHOCTH 3a pe3yJsrar. Hamwme,

. . . . m-—-n .
lim lim 2z,,,= lim lim = lim -—-1=-1,
m——+o00 n——400 ’ m—+4o00 n—+0o M + N m— 400
. . . . m—n .
lim lim z,,,= lim lim = lim 1=1.
n—+o0o m——+o0o ’ n—+oom—+oo M + N n—-+oo

Hakste nBa uMeca He MOry 6€300JTHO 3aMEHUTH MECTA.
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13.2. Ilpekuy rpannyne dynkomuje. Hexka je f, : [0,1] — R,
fulz) = 2™
OBaj uus (Bumeru maparpad 2.7) KomBeprupa ka 1
3a x = 1, ogHocHO Ka Hymm 3a 0 < x < 1. pyrum
pednma

0, 0< 1
lim f,(z)=<" sest

n=+ oo 1, z=1

IaxJie, nako cy cBe f, HeMpeKugHe, r[paHnIHa, HYHK-
nuja  HAje  HENpeKuaHa Y  jeNuHUIN.

3anpaBo, OBle ce MOXKe BHJETH y KOM I'DMY JIEXKHU
3en. 3a maro € > 0, ga 6u ce 06e36enmo | fy, (z)— f(z)] < : i,
€, 6poj n mopa 6utu cse Behu u Behu ykosuko je x Oimke y=x
Tavykn 1 - BumeTn camky 1. Cnuka 1

13.3. ImBeprennmja uusa m3Boga. Hus dyukuuja f, : R — R mar ca

fo(z) = - sin nx

y CBaKOj Tadyku KOHBeprupa Ka mysau. OBle mMamo MOCIa ca HU30M AudepeHiuja-
onnnnx yrknmja ynja je rpanndna dynxkunja qudepenmnnjadbuana. Mehyrnm, nns
MBONHUX (PYHKIHja
fl(z) = cosnz

JUBEPIUPA CBYIa OCHM y Tadkama obsimka 2k7.

Jaxke, m3BOM IMMeca TTOCTOjU U jeTHAK je HYJIU, TOK JTUMeC U3BOJIa, He TOCTOjH.

13.4. Heorpanudenocr rpauuuse dbyuknuje. Hus dbysknmja f, : R - R
Jar ca

frn(z) = min{z,n}

je Hu3 orpannyennx dbyHKINja, KOjU KOHBEPrupa Ka HeorpanndeHoj dbyskuumjn f(z) = .

13.5. HekomyraruBHOCT quMeca U uaTerpana. Hus dynkuuja f, : [0,1] —
R, nar ca

fon(z) = n?z(1 — 22)"

je Hu3 maTerpabuanux ¢yukumja koju Texku ka 0 3a cee z. 3a x > 0 1o je crora
mro (1 —22)™ Gpxke TexkM Ka Hysu Hero mTo n? Texu ka Geckonaunoctu. 3a r = 0
je fn(0) = 0.

Mebytum

' 2 ' 2 L o 0 n’
= 1— n = —— n = —
/0 fa(x)dz =n /o z(1—2z°)" dx 5" /1 " dt St 1)

a TO je Hu3 OpojeBa KOju TEKHN Ka OECKOHATHOCTH.
Jakie, mHTErpaJj JINMeca jeTHaK je Hy/Iu, JIOK je JUMeC MHTerpaa jemHaKk +oo.
13.6. ImnpuxueoBa dyuknuja. [losnara [lupuxsieosa dyukmuja, D : R —
R, nedunncana ca

1
D)= { & reqQ
0, ¢Q
MOZKE C€ IPUKA3ATH KA0
D(z)= lim lim (cosm!rz)>",

m—-+oo n—-+oo
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wro je (momyure ABOCTPYKH) JIMMeC Hempekuanux (yHkuuja. 3aucra, ako x ¢ Q
Taga je 6poj cos m!mx yBek crporo usmeliy —1 u 1, na yHyTpallmu JUMEC J1aje HyJIy.
Axo je, nak, z € Q rmama je 3a m Behe om umennona 6poja x, m!rr nea0O6pOjHE
YMHOXKaK Opoja 7, Ta je ®meroB Kocuuyc jennak +1. OTyma je yHyTpamrmu JInMec
jemnak 1, 3a m > mg.

OCHOBHU ITIOJMOBUA

13.7. Hedwununmja. Heka je A neku ckym, M mMerpudku npocrop u fr, : A —
M uus dynkumja.

e Kaxemo na f,, pasnomepro xoneepzupa Ka f Ha ckyny B C A, u numemo
fn = [ ako

(1) Ve > 03ng € NVn > ng Vo € B d(fn(x), f(z)) <e.

Axo He Harmacumo cKyn B, oHIA ce TompasyMeBa cKyn A - MakcuMaian 3ajem-
HUYKW JOMeH GyHKIuja fr.
e Heka je u A merpuuku npocrop. Kazkemo na f,, KOHBeprupa AokaiHo pasHo-

MmepHo HAa B ako 3a cBe xg € B nmocroju okonuua U tadke xy taksBa ma f, = f
"a U.

Axko ce moncerumo neduHUITje OOMYIHE KOHBEPIEHIIMje, OHA TJIACH: 3a CBAKO
x € B, fo(x) — f(x), onnocuo

(2) Vo € BVe > 03ng € NVn > ng d(fu(z), f(x)) < e.

Passiuka usmely paBuomepue u obuune kouseprenuuje, onucuo uzmely (1) u (2)
je camo y pacmopeny kBautudukaropa Ve € B u dng € N. Jlornuka pazmarpama
Kazyjy aa

dng Ve = Vzdng

a na obparno #e croju. CuMYHO KAo IITO ce HAPOIHA MOCJOBUIIA 33 CBaKy Bpehy
IIOCTOjH 3aKPIa MOXKE y3€THU 34 Ta4Hy, a BbeH o0par MmocToju 3aKpia Koja he 3akp-
nutu cBe Bpehe Hunomro He MoOKe.

Obuunu KoHBepreunujy 3saheMo ApyKUuje U KOHEPE2EHUUJG MAYKE 10 MAYKA
WA KOHEEP2EHUUJA M. N. M.

Jakje BayKu MMILJTAKAIII]A

h=f = fo—fror,

ajm He m oOparHa.

Nnade, paBHoMepHa KOHBEPTEHITNja TPAYKN f1a n300p
Ny KOju KOHTPOJIHINE OP3WHY KOHBEpPreHInje Mopa OnTu
HUCTHU 32 CBe * € B, OOHOCHO Ha ce 33 n > ng rpadum
cBux GyHKIHEjA f,, MOpajy HAJIA3WTHU y TPAIU MIUPUHE € \
oko rpacduka dynknuje f - cauka 2. Ciuka 2

13.8. CrasB [cuTHa npasumial. a) Hus byukumja f, = f Ha ckyny B ako un
caMo axo je

3) lim sup d(fn(z), f(z)) = 0.

n—-4o0o z€EB

(OBo je Kowujesa kapaxmepusayuja;)
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6) Ako Ha ckyny B Baxku d(f,(x), f(z)) < ay, Opu yeMy HHU3 (v, TEXKW Ka HyJIn
7 He 3aBuCHU On x oHma f, =% f Ha B;

B) Ako f, = fua BuC C B, onua f, = f na C;

r) Ako f, = f Ha ckymoBuma Bi, Bs, ..., By oHma f, paBHOMEPHO KOHBEPTUPA
un Ha yaUju By U By U - -- U Byg;

1) Ako je ckyn B konadas u f, — f r..1., onna f, = f Ha B;

b) Ako f, — f nokasno paBHOMepHO HA B, u ako je B KOMIaKTaH CKyIl, OH/a
fn paBHOMEpHO KOHBeprupa Ka f ua B (6e3 OHOr JIOKAJIHO).

JOKA3. a) Pen nendunnmuje (1) Vo € B d(fn(z), f(z)) < € exBuBasenTan je
ca sup d(fn(z), f(x)) < e. (Mcruna y nupeKTHOM CMEpY TOjaBibyje ce < yMecro <,
reB

ajli TO He Memba CTBap, jep je € ynusepsasuno ksanrudukosano.) Tana (1) nocraje

Ve >03ng € NVn e N supd(fn(z), f(z)) <e,
zEB

a 10 je ympaso (3);
6) Ciienu U3 NPeTXOIHE TAYKe U CTABA O JBa MUJIUIMOHEPA, jep je Taaa

0 < supd(fn(z), f(2)) < ap;
reB

B) Ako HemTo Baxku 3a cBe € B - Beher ckyna, onma Baxku u 3a cse © € C -
Mamber CKyTIa,;

r) Ilocroju n; tako ma 3a cBe n > n; u cBe © € B; Baxu d(f,(z), f(z)) < e.
Yamumo ng = max{ny,...,nx}. Omasme je jacHo Ha ce paBHOMEpPHA KOHBEPTeHIIHja
HE MOXKE TIPEHeTH ca OECKOHAYHO MHOTO CKYMOBA HA HUXOBY VHU]Y;

1) JacHo je Ja CBaKU KOHBEPIEHTAH HU3 KOHBEPIUPa PABHOMEDHO Ha jeIHOY A~
HOM cKyIry. IIpuMeHnMO NpeTxonHy TadKy;

§) 3a cBako x mocroju okonmua U, Ha KOjoj f, DPABHOMEPHO KOHBEPIUpA.
Koneknuja oxkonune U,, * € B nokpunajy B, na ce u3 Te KOJieKIuje MOXKe W3-

. n
BOjUTH KOHAYHO MOTHOKpuBame. Hakme, B C Uj:1 Ug,. Ilpema rauku r) fp
pasHoMepHO Komseprupa Ha ckymy JU,,, a npemMa TauKu B) U HA MalbeM CKyILy

B. 0

13.9. CraB [nuHeapHocT]. AKO f, = f u g, = g Tama u \f, + pg, =
Af 4 pg.

HOKA3. Jemnocrasuo ciemnum, jep je

sup [|(Afn + pgn) + A + pg)ll < [Alsup|[|fn = fI| + [ul sup [Ign — g]|-
O
Mebyrum, us f, = f u g, = ¢ we caemu fr,g, = fg. Ha npumep f,(x) =
gn(x) = x + 1/n paBHOMEpHO KOHBeprupa Ka x Ha dutaBoM R, HOK je

2x 1
_ .2 2
Fa@)gn(e) = 2> + =04 = — 2

Mebytum, mociaenma KOHBEPTeHIMja HUje PABHOMEPHA, jep jeé CyIpeMyM pas-
auxe 2z/n + 1/n? no csum x € R jennak +oo.
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13.10. Cras. Heka f, =% f na ckyny B. Tana
a) Ako cy cBe f, orpanuyene, oHIa je u f OrpaHUYeHa;
6) Ako cy cBe f, HenpekuiHe, OHIA je u f HeIpPeKuJHA.

JoKA3. a) IIpernocraBumo cynporHo, na je f neorpanudena. Heka je n € N
duxcupan. Kako je f,, orpanuena, 1o je 3a cse x € B, ||fn(2)|| < M,. Kako je f
HeorpaHmveHa, To noctoju x € B tako na je ||f(z)]| > M, + 1, u tama je

ilelgﬂfn(x) — f @) = [[fn(z0) = flxo)l| = 1;

6) Heka je xg € B. 3a ce & € B nmamo

1f (@) = f(@o)ll < |f(2) = fa(@)]] + [[fn(2) = fu(zo)l| + [|fn(20) — f (o)l

30or paBHOMEpHE KOHBEpreHIWje, MpBU U Tpehu cabupak ce MOry yJIHHUTH
MamuM off £/3, 3a cBe n > ng u cBe x € B. (Yiora paBHOMEpPHE KOHBEPreHIHje je y
TOMe J1a je np ucTo u y npBoM u y Tpehem cabupky u Ja He 3aBUCH O Z.) 3alpaBo
HaMa je IOBOJBHO 33 N = Ng, jep je f,, HeIpeKumaHa, na ce u apyru cabupaxk Morke
YIUHUTH MAsmbuM Off £/3 3a T W3 HEKe JOBOJHPHO MaJjie OKOJIMHE TAIKe X(. g

IIpumedba: Ilperxomam mOKa3 y CTBapu IOKa3yje Oa JIAMECH Kaa n — —+00
u T — Ty MOI'Y Ja pPa3MeHe MeCTa. YCKOPO heMO MCTy TeXHUKY MCKOPUCTUTH Ha
JIOKAYKEMO OMIITY TEOPeMy O KOMYTATUBHOCTU JIMMECA.

13.11. Komenrap. Huz dyukumja f,(z) = 2™ us npumepa 13.2 ounro He
KOHBEPIMPA PABHOMEPHO, jep Ou y TOM cjydajy rpannyna (GpyHKuja Ouia Hempe-
KuIHa, a oHa 1o Huje. Mehyrum, rpannuna dbyukuuja je Henpekuana (MIeHTHIKY
je jemnaka mynm) ma [0, 1) mro naje HeKy HaIy na Taj HA3 PABHOMEDPHO KOHBEPTHPA
Ha y»kem ckymny. Ha camom [0,1) To Huje caydaj, jep je

sup |[z" —0/=1-»0.
z€[0,1)

Mebyrum, Beh Ha wnTepBasy [0,1 — §] Taj HU3 PaBHOMEPHO KOHBEPIUpA, jep je

sup |z" —0]=(1-9)"—0.
z€[0,1-4]

To 3uauu ga f, JOKaJIHO pPaBHOMEPHO KoHBeprupa Ha unrepsasy [0,1), jep
cBaka tadka u3 [0, 1) uma oxkomHy obimka [0,1 — d].

13.12. Onmra medmaniumja. Heka je T nenpasan ckyi, M MeTrpuydku npoc-
Top, n fo : T — M mexka dammnmmja dbysukumja, o € A, roe je A Heku ckym ca
nedunucanom KouseprerrmjoM. Mozke outu A = N, R, C, MeTpudku mpocTop
ura. Heka je ap rauka maromuminaBama ckymna A. (Ilojam tauke marommiaBama
CXBaTaMO HEIITO CJIODOMHHUje, Ta TO MOXKe OMTHm peasian Opoj, cumboIT 400, —00,
amu u a+, a—, rae je a € R, u yocranom cBe mwro nocemyje cucreM OKOJIMHA. )

Kaxkemo na f, pasnomepHo xousepzupa Ka f, Kamg o — «q, Ha ckyny B C T
aKo BaxKn

Ve > 03U € Oy, Ya € UVt € B d(fu(t), f(t)) <e.

Tonekan ymecro f,(t) numemo u f(«,t). Behuna teopema moxe ce uckasaru
U JIOKa3aTu y OBOM KoHTekcTy. To mocebrno Baxku 3a Crasose 13.8 u 13.10.

JBa KommujeBa ycioBa eKBUBAJIEHTHA CYy PABHOMEDPHO] KOHBEpreHIuju (pamMui-
uje byukumja fo. IIpBu on mux je onaj koju Jmuu Ha nedununujy Kowmwmjesor
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HIU3a, U BayKW CaAMO TIOJT yCJIOBOM Aa je M KoMTIjieTaH MEeTPUIKU MPOCTOP, W IJIach
(4) Ve > 03U € Oy, Yo, 3 € UVt € B d(falt), f5(t)) <e.

Ila paBHOMEpHA KOHBEpreHnuja nosjaadu (4) Buay ce U3 HEjeIHaAKOCTH

d(fa(t), fo(t)) < d(fa(t), f(£)) + d(f5(t), F(1))-

Ob6parro, ako Baxn (4), oHna 3a dbwukcnpano t € B npeciaukaBambe a — fq(t)

ucnymasa Kommujes ycios (06m4an, He paBHOMEDHN) y OKOJMHHA TAIKE Oy, TIa TOC-

roju f(t) = lim f,(t), 3a cana camo tauka 1no Tadka. la GucMo mokasaiu na
a—ag

jé KOHBpEreHIInja PAaBHOMEPHA, y MOCJIENh0] HejenHakoctu dopmyste (4) mycrumo
8 — «, 1 OHO WITO 10OUjeMO je ynpaBo AeduHUIMja paBHOMEPHE KOHBEPTEHIIT]E.
Hpyru ycios je nanuk Crasy 13.8 a) u riacu
o= f & lim sup d(fa(t), f(t)) = 0.

a—QQ teB

13.13. Teopema [0 komyTaruBHOcTU JuMeca]. Heka cy A u B ckyunoBu
ca pedpunucanoM Kousepreuuujom, f : A X B — M, M merpudku npocrop. AKo
jer

(i) lim f(or. ) = h(D);

(17) élmb f(a, B) = g(a) paBHOMepHO 10 ¢ 13 HeKe pukcupane okosnne Uy € O,

Taga mocroje u Melycobuo cy jemmaku

lim A(B), lim g(a), lim a, 3),
)l sed T P)
TO jecT
lim lim f(a,8) = lim lim f(o,8) = lim a, ).
Jim lim f(0r ) = lim lim f(o.§) = i (o)

OBoM mpuyinkoM je Kousepreumuja kaj («,3) — (a,b) nedunucana Kao KoH-
Bepreunuja cucrema okoauHa Op X Oy, = {U x V |U € O,, V € Op}.

IIpumedba: Ilpeumsny, anu moneksae porobarHy QopmyJianujy oBe Teopeme
MOZKEMO Hpenpudard oBako: JlBa JimMeca MOy Ja 3aMeHe MecTa ako Oap jeman
OJl ’bUX KOHBEPrupa PaBHOMEDHO TI0 OHO]j IPYTOj TPOMEHJBIBO;.

JTokA3. 1° IIpso hemo mokasarm ma g(«) samoBospaBa Kommje ycios (4).
Nmamo

d(g(a’),g(a”)) < d(g(a'), f(c/, ) + d(f(e/, B), f(a”, B)) + d(f (", B), g(a")).

Kako f(a,8) — g(a) xkag 8 — b pasromepro no « € Uy (yscos (ii)), 10O
noctToju okonuHa V Tauke b, Taksa ja cy 3a ce 3 € V u cse o, a” € Uy upsu u
rpelin cabupak mamu oz /3. Tpeba nam camo jenno By € V, jep 3a 10, KOHKPETHO
0o, npeciukasame o — f(a, [fy) 3anosossasa Komujes ycsos (u3 ycuosa (7)), na
nocroju okonmHa U; Tpaduke a Tako ma je apyru cabupak d(f (<, Bo), f(a”, Bo))
mamu of /3. Tako je 3a o/, a” € Uy NUy, d(g(a'),g(a)) < e.

Oparse nocroju

v = lim g(a).
a—a

2° ITokasaliemo, 3atnm, ma je v yjenro n smmec dynxumje h(5). Hejennakocr

d(f(e, 8),9(a)) <e
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BaXKM, Ha OCHOBY ycJioBa (ii), 3a cBe § € V = V(e) u cBe a € Uy. Ha oy
HEjeIHAKOCT AeJIyjeMO JIuMecoM Kau « — a, u nobujamo d(h(f5),v) < e, 3a cBe
6 €V, uoryna

L A(5) = .
3° Ha mocyietky, mokaszahemo u 11a je 3ajemHudku juMec jemHak . mamo
d(f(a7ﬁ>77) S d(f(aa/@)vg(a)) + d(g(a)77) = Sl + SQ~

Cabupaxk Sp je mamu ox £/2 3a cBe (o, 3) € Uy x V, Kao y apyrom Kopaky, a
Sy < €/2 3a cBe a € Uy (u napasuo 3a cse (3, jep e 3asucu og (). Tako je 3a cse
(o, B) € (UpNU;) x V ncnymeno

d(f(a,B),7) <e.

CBOJCTBA TPAHUYHE ®YHKIINJE

13.14. CraB [menpekunHoct rpaundne ¢pyukmuje]. Heka cy T u M mer-
PHYKH IIpoCcTOpH, @ € A cKyn ca KoBeprerumjom, a € A’. Ako je 3a cBe a € Ug €
O, dywsxumja f, wempekmmHa, n ako f, = f, Kag o — a, Taga je M TpAHWIHA
dbysxumja f menpekmmgHa.

JIOKA3. ¥YcjoBu cTaBa MOI'Y Ce 3aIllUCATH U OBAKO
lim fo(t) = fa(to)
t—to
lim f,(t) = f(t) paBHOMepHO 1O ¢t € V Heke OKOIMHE TadKe to
a—a
Twuwme cy ncrmymenn ycmoBu Teopeme 0 KOMYTATHBHOCTH JIIMECA, Ma MTMAMO
lim f(t) = lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢) = lim fu(to) = f (o).
t—to t—to a—a a—at—tg a—a
O

13.15. CraB [uHTerpan rpanuune dynknuje]. Heka je D C R* YKopnan
MepJBUB CKyT, HeKa je fo, : D — R, a € A bamunuja narerpabuaanx yHKITja, U
Heka fq(z) = f(z) no x € D, kag o — a. Tana je u f unrerpabusina u Bazxu

tim, [ g0t = /D £(t) dt.

Hpyrum peunMa, ako je KOHBEpPreHInja paBHOMEpPHA Ha JIOMEHY WHTerpaillmje,
OHJIA JIUMEC W WHTErPAJI MOTY 3aMEHUTH MECTA.

JIOKA3. Heka je € > 0 maro. ITocroju okonuua U € O, TakBa 1a HEjETHAKOCT

9
|foz(t) - f(t)| < A(D)

Baxkm 3a cBe o € U m cee t € D. (Ilomcernmo ce, A\(D) je osnaka 3a 2KopnaHoBy
mepy ckyna D). Ta HejeqHakoCT ce MOYKe 3alucaTu U Kao

fa(t) -

5oy < T0 < T+ 35
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Ognarite je mocje WHTErpaImje

(5) /Dfa(t)dtsg/Df(t)dtg/Df(t)dtg/Dfa(t)dtJre,

OlIaKJIE je pa3JinKa TOpH-er U JI0mer uHrerpaia GyHkiuje f Mama om 26 - Jakje
[IPOU3BOJHHO MaJia, 1a je f uarerpadbusina.
Iame, nejequakoctu (5) MOKEMO 3aIUCATH U KAO

/Df(t)dt—sg/Dfa(t)dtg/Df(t)dt+5,

3a cBe o € U, a 10 o nebuHumju 31a4u 1a je

tim [ fatyat = /D (1) dt.

a—ap

O

IIperxomra na CraBa, MOKa3yjy KaKO Ce CBOjCTBA HENMPEKUIHOCTH U WHTE-
rpabUIHOCTH TIpEHOCe Ha rpanmdHy GyHKIHjy. Ca m3BOIOM CTBApU CTOje HEIITO
cnoxkenuje. Ty wak HM paBHMepHa KOHBEpreHIWja HUje TOBOJbHA. Hawmme, Hus
dbyukumja f,(x) = % sin nx u3 npumepa 13.3 paBHOMEPHO KOHBEPIUpA Ka HYyJIH, jep

je
<

1
TL7

1.
|frn(2)] = ‘nsmnx

azm Hu3 msBomHuX dyHkumja f)(x) = cosnz je nueeprentan. Melyrnwm, caenehn
CraB koju J1aje JOBOJbHE YCJIOBE 38 KOMYTATHUBHOCT JINMECA U U3BOIA, OTKJIAIHA CBE
HEJIOY MUIIE.

13.16. CraB [u3Box rpannune dyukuuje|. Heka je J C R unrepsad, f, :
J — R, a € A bamunuja nudepentujabuinux GyHKIUjA, @ TAYKA HATOMUIABAHA
ckyma A u HEKa BaxKu

(1) fa(xo), KOHBEprUpa Kag o — a, 38 HEKO Tg € J;

(#9) f!(z), KoHBeprupa Kaz o — @, JIOKAJHO paBHOMEpHO Ha J Ka g(x).

Tana f, KOHBEpPrupa JOKAJIHO PAaBHOMEPHO Ha J Ka HEKOj audepeHmnjabuiHoj
dbyuxkuuju f, u Baxku f' = g, onnocHo

(1im fu(@)) = lim i),

JTOKA3. U3 curHOr mpasmia 1) Baxkn na f, = ¢ Ha kommakTuMa. Heka
je K KOMIakTaH WHTEPBAJ 4YWja yHYTPAIIEHOCT CAAPKU [Zg,x] (OCHOCHO [x,x(]).
ITprmenom JlarparsKoBe TeopeMe O CPeIE0j BpegHOCTH Ha DyHKIHjy fo — f3, 3a
z,y € K Hamaszumo

(6) [fa(z) = fa(x) = (faly) = o)) = |£0(&) = f5(O)] - | = yl,
3a HeKo & m3mehy x u y.
CraBumo y = ¢ (1 TO OHO Xy U3 ycyi0Ba (1)) u 106UjaMo

[fa (@)= fo(@)] < [f6(E) = f5(O)]- | =0l +[falz0) = fa(0)| <

g

20(K)
jep fl mcnymasa paBromepro Kommujes ycnos (4) va K, a f,(zo) je damunuja 6po-
jeBa koja rakofe ucnymasa Kowujes yciaos. Oryna f,(x) KonBeprupa paBHOMEPHO
Ha K, OIHOCHO f, KOHBEPIrupa JIOKaJIHO PaBHOMEPHO HEKO] dbyHKuuju f.

€
|x—xzo|+=

=&
2 )
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Axo (6) momenumo ca |z — y|, u craBumo y = = + h HaIa3UMO

falx+ 1) = fa(x)  fo(z+h) = fs(2)
h h

= fa(&) — f5(&)] <&,

paBHOMepHO 110 h € U, rue je U TakBa oKomHa HyJie, Ja f! paBHOMEPHO KOHBEp-
rupa y okosimau « + U tauke x. IIpenackom na smmec 8 — a mobujamo

fa(x"i_h)_fa(x) _ f(:l?-l—h)—f(l‘)
h h

<e

— )

OITHOCHO

o Fa@ ) = fala) _ fle+ 1)~ f(a)
a—a h h ’

paBHOMEpHO 10 h u3 Heke okosuue Hyse U. Kako je jom
h) —
lim falz 4 h) = fa(2) = fl(x)

h—0 h
3a cBe « (He 06aBE3HO PABHOMEPHO) TO HA MOCJIENEHA [IBA JMMECA MOXKEMO IIPHU-
MenuTr TeopeMmy 0 KOMyTaTHBHOCTHU JIMMECA, U CTOTA je

g L@ = S@) o faloth) = fala)
h—0 h h—0a—a h

= lim lim Ja(@ + 1) = Jal@) = lim f!(x) = g(z).

a—a h—0 a—a

O

IIpumedba: Ha Ou jiuMec m U3BOI, 3AMEHUIN MECTA, HE TPAXKUMO DABHOMEPHY
KOHBepreunujy nosasue davmuiuje, seh damunuje nzsoma. OBo je jgormvuo, jep je
U3BOJI Olepalrja CynpoTHa uarerpany. U Burre, Kajga GUCMO TPETTIIOCTABIIIN 1A je
f! wmaTerpabumna 3a cBe a oEna Gucmo mvamm kpahin n edextHmjn nokas. Hanwme,
n3 Bbyrn JlajonutioBe dbopmysie, mMaMo

alo) = faleo) + [ fate)

na Cras 13.15 moxkemo mpumenutn Ha davuimjy f/, u ZKopoan MepspuB CKyIl
[z0, 2] C R. Haxasocr, nocroje audepenunjabuine dbyHKIMje ca HEMHTErpabuIl-
HUM H3BOJIOM.

Jow, jedna npumedba: CBU CTaBOBH MPETXOMHOr OE/bKA /1ajy J080mHE & HE U
norpebue yciaose. U Bume, mocroju MHOIO IpUMeEpa IJie je rpaHndHa (yHKIHUja
HETMPEeKMNIHA UJIN JINMeC WHTerpasia jeJHaK WHTerpajy JIMMeca WTI, a Ja MPH TOMe
KOHBEpTEeHIINja, HIje PaBHOMEPHA..

PABHOMEPHA KOHBEPT'EHIIIJA PE/1IOBA

13.17. Jedununuja. Heka je f, : A — M C R¥F (mm M C C, jep C

MozkeMo TiorcToBerutH ca R?) nekn nms dynkumja. Kaxkxemo na pen dynxuuja

+oo
(7) > fal)
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KOHBEPTHpa PABHOMEPHO, aKO HI3 IEIUMUYHEX CyMa S, () = > p_; fr(x) KoHBEp-
rupa PAaBHOMEPHO.
Axo je jowr A Merpuuku pocTop, oHa Kazxkemo 1a per (9) KoHBeprupa J0KaJJIHO
PABHOMEPHO aKO HN3 JEJINMUIHUX CyMa S,, KOHBEPTUPA JIOKAJIHO PABHOMEPHO.
Toncerumo ce ma pem (9) ancoaymmo Koneepzupa aKO KOHBEPIUPa, Pell

+oo

(8) [ fn ()]

n=

Jlako ce Bunn, n3 KommjeBor ycsioBa, 1a arncosiyTHa KOHBEPTEHIHja TTOBIAYN OOMIHY.
Haunwme, ako S, o3HagaBa neJuMudy cymy pena (8) OHIa MpUMEHOM HejeIHAKOCTH
MHOTOYIJIa UMAMO |8y, — S| < S — Sy (OBparumo naxkmy na je pen (8) pen ca
IIOSUTUBHUM LIJIaHOBI/IMa).

Axo pex (8) paBHOMEDHO KOHBEPrupa, OHIA KaxkKeMo Aa nosasuu pex (9) wop-
Maano Konsepeupa. Kako cBaka paBHOMEPHA KOHBEPTEHIW]a TOBJIAYN KOHBEPEH-
[IMjy Ta9Ka IO TAYKa, M KAKO AICOJIyTHA MOBJadu 00udHy TO n3Mely paszamuantux
BpCTa KOHBepreuuuja uMamo ciaenehy sesy

HOPMAJTHA

Ve N

arcosyTHa paBHOMEpHA

N 7

00MYHa,

Hu 3a jenny onm tux mMmmimkanuja He Baxku obpar. U Bumre, amcosyTHa u
paBHOMEpHA 3ajeIHO He TIOBJIatde HOPMAJIHY, IITO Ce BUIW W3 HAPETHOT TpUMeEpa.
To yjenno ompasmaBa yBoheme HOPBOI Ha3WMBAa HOPMAJIHA KOHBEPrEHIIUja YMECTO
aICcoJIyTHO PABHOMEPHA.

13.18. IIpumep. Pen

= X (=D
nzz:ofn(x) = nz::om

KOHBeprupa amncosytHo 3a x € [0,1], n xomsBeprupa pasHOMepHO O 2 € [0, 1].
Mehytum pen

+oo

+oo
n=0

n=0

(-1)"a
(14 22)m

He KOHBEPIHpa PABHOMEPHO.
Bancra, Taj pen je reomerpujcku pen ca xKommarukoMm —1/(1 + 22) nomuoxken
ca T, U IEeroBa CyMa jeHaKa je

+o0o 2

1 z(l4+z
3 ale) et = 20D,
n=0 1+

1+ 22
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Ocrarak pena (OIHOCHO passiuka usmely 30upa u n-Te JAeUMUYHE CyMe) je

+oo +oo
(—Dkz 1 (—1)Fx
Rn(x) = Z = n Z =
ks @) (a2t = (14 2?)t
1\ Nz +2?)] x
1+ a2 2+22 | (2+22)(1+a2)n
Oryna je
T
|Rn(2)] < At a2 = pn(z).

JenHocraBHUM padyHameM H3BOAA HAJA3M ce Ja (yHKIHja 0, JOCTHKE MaK-
cumyMm Ha maTepBay [0, 1] y Tauku 1/4/2n — 1, ma je

1 1 1
Rn < n|\ T — | — : n 07
[Fn(@)] < ¢ <\/2n—1) V2 =1 <1+ 1 ) -
2n—1

OJIaKJIe Pel PABHOMEPHO KOHBEPTUPA.
AricosiyTHa KOHBEPIreHIMja Pea je OUUIJIe/IHA, jep je OLeT Ped O FeOMETPUjCKOM
peny. Hberosa cyma je

+oo +oo 2
T T 14+

1+ g2

3a x # 0, 10K je jennaka 0 3a x = 0. Jakse, rpanndsaa HyHKITjA HAje HEIPEKUIHA,
11a, KOHBEPIeHIINja He MOYKe OuTr PaBHOMEPHA.

KPUTEPNJYMN PABHOMEPHE KOHBEPI'EHIINJE

Vma mHOTO cuTyammja Kaga He MOYKEMO eKCIJTUINTHO 13, OMPEIINMO TPAHUIHY
dbysKRIM]y, a TOTPEOHO je [1a 3aK/by9rMO J1a JTH je KOHBpereniuja pasaomeptua. Qe
cy nocebHO 4yecte y cay4ajy pemoBa. CTora y 0BOM Of€/bKy Pa3MaTpPaMoO PasImIuTe
JIOBOJbHE YCJIOBE 33 PABHOMEDHY KOHBEPICHIIH]Y.

13.19. HOwuaujeB kpurepujym. Heka je f, : T — R, T KOMmakTaH mer-
PUYKE TIPOCTOP, fr, MOHOTOH HEU3 (TO jecT fr(t) < fna1(t) wmm f,(t) > fnr1(t), 3a
ceet €T, n nmfoo fa(t) = f(t). Ako cy cBe f, u f venpekumane, ouna f, = f Ha
T.

Tocebuo, ako cy y peny > gn(t) cBe dbyHKUM]e TO3UTUBHE U rPAHUYIHA DYHK-

[Mja HEMPEKUIHA, OHJIA PEll PABHOMEPHO KOHBEPIUPA HA KOMIAKTHUM CKYHOBHMA.
Hawnwme, Tama je HU3 mapiujajHX CyMa MOHOTOHO pacTyhm.

JIOKA3. Heka je, na npumep, f, pactyhu mms. 3a maro € > 0 mocmarpajmo
CKYIIOBE

Fn:{teT|fn(t)Sf(t)_€}'

OBu cy ckymoBu 3arBOpeHH, jep cy f, u f nenpekuine, a tume u GYHKIHJA ¢ =
f— fn—¢, a F, ce moxe npukasaru kao g, ([0, +00)). 360r monoroHuje Huza f,
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je Fn 2 Fn+1- ILane

—+o0

) Fu={t € T |V fult) < (1)~} =0,

n=1

jep fn — f, rarr. Baro, u 36or komnakraoctu upocropa T (Buau Teopemy 9.21)
nocroju n € N rakas na je F,, = 0. Ho Taga je 3a csaxo t € T uciymeHo

f) —e < fu(t) < f(t) < F(t) +e,

7 300T MOHOTOHUj€, €TO PABHOMEDHE KOHBEDIEHIIH]E.
VY cnygajy na je nu3 onamajyhu, TpeTxomqHO Basba IPUMEHUTH HA HU3 — f,. [

IIpumedba: CraB Baxku m Kaga je damwmauja GYHKINja THICKCUPAHA HEKUM
mofckymoM ckyna R, y3 Hesnarae mamene y gokazy. OBy Ommrujy BapHjaHTy
Hunrujesor kpurepujyma kopucrtuhemo y uzsohemwy Crupsmnrose dopmyste 14.16.

13.20. Bajepmrpacos kpurepujym. Hexka f, : T — R, T nenpasan cxym,
Heka je || fn(2)|] < an, m Heka pen > a, Koueeprupa. Tana per

“+o0
(9) > ful2)
n=1
HOPMaJIHO KOHBEpPrupa. HOCQ6HO, OH PaBHOMEPHO KOHBEPTUPA.

JoKA3. Tokasahemo ma sa Hu3 memmMuaHux cyMa Sp(z) = > o, ||fn(2)]]
Bazku Kommujes ycios (4). NUmamo

m m
sm(¥) — sp(x) = Z Ifw(@)|| < Z ap <é&,
k=n+1 k=n+1
PaBHOMEPHO IO T, 33 JOBOJHHO BEJIUKE 1M, > M. O

13.21. Cras. Heka cy T u M merpuuku npocropu, A C T u fo, : A — M
HenmpekuaHe QyHKITje, 1 HeKa je

lim f(t) = f(¢)

a—a

3a cBe t € A.

Axo bavmmuja f,(to) mueprupa 3a Heko ty € A Tama bavmiuja f, He KOH-
Beprupa paBHOMEpPHO Ha A.

Tocebuo, ako damuiauja nenpekunuux byukumja fo(x) gquseprupa 3a x = b,
oHZA f, HE MOYKe PABHOMEDHO J1a KOHBEprupa Ha [a,b).

JoKA3. IlpermocraBumo cymnporuao. Tama
lim f,(t) = f(t), paBuomepro MO t € A, 1
a—a

lim f.(t) = fa(to), 3a cBe a.

t—to

Tama, 13 TeopeMe 0 KOMYTATMBHOCTH JIMMeca M3Ja3n aa mocroju lim f,(tg), a
a—a

TO je KOHTPAJIMKIIHI]ja. g
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13.22. CraB [AGesioB u Tupuxineos kpurepujym]. Heka je A menpaszan
CKyI, U fpn,gn : A — R, u HeKa je g, MOHOTOH HU3. AKO je ncnymeH 6110 Koju o,
crenehmnx ycmoBa

—+oo
(A) Pen Z fn(x) paBHOMEpHO KOHBeprupa 1o © € A, u Baxu |gn(x)] < M,
n=1
npu yemy M ue 3aBucu ox x (TO jeCT HU3 g, j€ PABHOMEPHO OIPAHUYEH );
k
(d) Hu3z nenumuunux cyma Fi(x) = ij (z) je paBroMepHO orpanuyen (1o
j=1

jecr |Fr(x)] < M, rne M ue 3aBucu oz ), a gn(z) = 0, kang n — +00,
OHIA per

+o0
> Jal@)gn(x)
k=1

PABHOMEPHO KOHBEpPIupa.

Ipumedba: 3ampaso, uckasz OBOI CTaBa ce MOxKe gobutu o nckasza AbGesoBor
u JTupuxjieoBor Kpurepujyma 3a 0OMYHY KOHBDEIE€HIHUjy PEIOBa, U TO TAKO LITO CEe
CByZIa, U y TIPETTIOCTABKAMA U Y 3aKJbYUKY JIOA Ped ,,PABHOMEPHO “.

JokA3. Kao n kox OpojHrx pemoBa, mohumo o hopMyJie 33 IeJTUMIIHY CYMAII]y

(10)
n+p n+p—1
D fe@) k(@) = Fuyp(@)gntp(@) = Fuoi(@)gn(@) = D Fi(@)(grr1(x) — gi(x))
k=n k=n
Axo Baxu ycsioB (A), raga nocsie jom Majio padyHa HAJIA3UMO
(11)
n+p n+p—1
D f(@)gr(@) = (Fuip(@)=Fa1 (@) gnip(@) = Y (Fe(@)=Foo1(2))(ghs1 (2)—gi(x)).
k=n k=n

Buamo na je |gn(z)] < M. U3 paBHOMEpHe KOHBepreHiuje pema » . fj 1ITO
je MCTO MWTO W paBHOMEpPHA KOHBepTeHIWja Hu3a Fj HajmasmMmo ma 3a garo € > 0
OCTOju N, TAKBO Ja 3a ¢Be k > n > ng u cBe ¢ € A BaxKu

€
F —F, _c
|Fo(2) (@) < 537
Tana usz (11) Hasaszumo
n—+p c c n+p—1 _ .
<« S e & B ce %
kgnfk(x)gk(m) = 3M + 307 1;1 lgr+1(z) — g (z)] < 3 + T =¢

Y mocientseMm mpesiasy HCKOPUCTHIIN CMO IHIBEHHITY 13 je HU3 ¢, MOHOTOH, I
cy pasiuke git1(x) — gr(2) crasnor 3HaKa, Te ce MOILYO MOXKe U30AUUTH BaH CyMe.

Axo Baxu (1), rana je |F(x)| < M, a 3a nato € > 0 HocToju ng TakKBO 12 32
k > ng umamo |gi(x)| < e/4M, na u3 (10) nanasumo

n+p
;Lfk(x)gk(x) < Mﬁ + Mﬁ + M(|ghtp(T)] + |gn(z)]) < e.

VY oba caryuaja ucnymen je Komujes yciios (4), na pen paBHOMEPHO KOHBEPIUpPa.
O
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IIpumedba: Konseprenuuja pena ca 4IaHOBHMa, Koju npunanajy R¥, csomu ce
Ha KOHBEPreHIujy k PemoBa Ca PEAJTHUM YJIAHOBAMA, JTOOMjEHUX y3MMAEbeM KOOp-
gunara. Tako AGesioB u JlupuxJieoB KpUTepujyM OCTa]y Ha CHAa3KU U Kaaa (QYyHKIM]je
fn mMajy Bpemroctn y RF wm C.

CTEIIEHU PEJOBU, AHAJINTNYKE ®YHKIINJE

13.23. Hedununnmja. Pen obsuka

+o00
(12) Sz —0)"
n=0

Ha3:uBaMoO cmeneru ped. JenmMudne cyMe CTEeeHOr pena Cy HOJUHOMHI CTEIeHa 11
Teopujy cTeneHux peoBa MOXKEMO IOCMaTPaTd y OKBUPY PeajHuX U KOMILIEK-
cHux OpojeBa. Y HPBOM CiIy4ajy IIPETHOCTaB/baMoO 1a T, &, a, € R, a y apyrom
x,Q, a, € C. AKO KeJIMMO 13 HATJIACUMO y KOM KOHTEKCTY paaumo pex (12) nasu-
BaMO, PEIOM, PEAAHU, OTHOCHO KOMNAEKCHU CMENeHU Ped.

O6usact kouseprennuje pena (12) osnauasahemo ca D.

Bpoj R € [0, +o0] onpehen jemmakormhy

1 .
(13) R lim  {/|an|

HA3UBA Ce NOAYNPEUHUK KOHBEeP2eHyuje creneHor pena. Passor 3a taj Hasus Jiezku
y caenehem Crasy.
ITpumedba: Axo mocroju Jmmec 11111 |an/an+1| oHna je ou jemHax R, mrTo
n—-—1+0oo

ce BuOM m3 BexkOama 2 mormassha Humzosu. To omoryhaBa ma ce y mojemmHuM
CJIydajeBUMa, JIAKIIE OIPEeIN IIOIYIPEeYHIK KOHBEPreHIuje.

13.24. Cras [Komm-Anpamap|. Axo je |z —a| < R ouna pex (12) ancosyTHo
KOHBEPIUpa, a ako je |x — a| > R, OHIa InMBeprupa.

Y peannoMm ciydajy To 3Haun ga je (¢ — R,a+ R) € D C [a — R,a + R],
OIHOCHO 112 je 0DbJ1acT KOHBEPreHIinje CTemeHor pema onpehena mo mHa aBe Ttadke. Y
KOMILIEKCHOM cJiy4ajy 1o 3naqu aa je K(a, R) C D C K|a, R], na je ckyn radaka
y KojuMa Ha ocHOBY oBor CraBa HE 3HAMO 4 JiM CTEINEHU Pel KOHBEPIUPA HEIITO
Behn.

JokA3. Heka je |z — af < R. 36or (13), 3a JOBOJGHO BEJUKO 1 U TIPOU3BOHHO
e > 0, ouhe ncnymeno {/|a,| < 1/R+ ¢, ma umamo

1
Van (@ — )| = V)an| |z — a| < (R -I-E) |z —a| <1,

1 _ 1
|z—af R
nosutuBad. Tako pen (12) amconyrHo kouseprupa Ha ocuoBy KommujeBor kopesor
KpUTEpHjyMa.

Heka je cana |[xr—a| > R. N3 (13) mocroju momHus HU3a, {/|a,| KOju KOHBEpPTHpa
ka 1/R. Oryna 3a 4aHOBE TOr MOAHU3A BAXKU

1
Vion(e =) = ¥Jaal lo = a] = Zlo—al > 1,

3a € <

a TakBe € je moryhe mponahu jep je mocsemmu u3pa3 CTPOro
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na je 6eCKOHAYHO MHOTO YJIaHOBA HU3A |an(z — «)"| Bele on 1, ma pex (12) nusep-
rupa. O

13.25. Cras. a) Axo per (12) kouBeprupa 3a * = o+ R, OHIa OH PABHOMEPHO
KOHBeprupa 1o z € o, a + RJ;
6) Ako pen (12) kouseprupa 3a £ = « + R Taza je

z_}lirfR_Zanx—a Zana—l—R—a)

B) Crenenn pen KOHBEPIUPA JIOKAJTHO PABHOMEPHO Ha CBOM JIOMEHY .

Tepheme y Tauku 6) mo3HATO je 1O HA3UBOM Aben06a meopema.

OBaj CraB crenudryaan je 3a peannn KOHTEKCT. Kako ce OH MOyKe TpEHeTH y
KOMILJIEKCHU KOHTEKCT OIUCAHO je y Bexkbamy 16.

JTOKA3. a) Nmamo

Zw_a Zanm< )

Pen E 2panR" = :O% an(a+ R — a)™ KoHBeprupa paBHOMEDHO 10 & jep He
3aBucH o1 r, a Hn3 (¥z%)" je MoHOTOHO omazmajyhw w o Momy Ty He mpeBaswiIazu
1, ma 3akJ/by4ak CJIeIu Ha OCHOBY A0Oe/IOBOr KpUTEpHjyMa,;

6) I3 paBHOMEpHE KOHBEPreHiuje KOjy CMO YTBDAUIN Y IIPETXOMAHO] TAYKU U
Teopeme 13.13 0 KOMyTaTUBHOCTH JIMMECa HAJIA3UMO 13 JTUMECH Kama r — o« + R—

un — 400 (JIuMec HU3a IEJIMMUYHUX CyMa) MOLY [a Pa3MeHe Mecra, 1a je

lim E an(z — )" = lim lim g an(z — )" =
r—a+R— 0 r—a+R— N~>+oo
n—=

= lim lim g an(z — )" =
N—+4ocoz—at+R— 0
n=

= lim ap(a+R—a)" Zana—i-R—a)

N—+oco

B) JacHo je 1a BayKe TBPIAEHE AHAJIOTHE OHUMA, TIOJT a) U 6), CaMo TITO CTOjU APYTa
pybOHa Tauka gomena « — R. JIokaxKumo jour jia 3a cBako p < R pen (12) konsep-
rupa paBHOMEpHO Ha [a — p, & + p]. To hemo yunnurn Ha ocroBy Bajepmrpacosor
kpurepujyma. Hauwme, 3a x € [a — p, @ + p] Baxku

lan(z — )" < |an|p"™,

a pel ca OLILITUM YIAHOM |an|p™ KOHBEprupa jep je TO OLWITU YJIaH CTEIeHOI Peia
> lanly™ y Taukn p < R, a umjn je MOIyNpevyHWK KOHBepreHiumje Takobe jennak R.

OBo je mOBOJBHO 3a IOKA3, jep Ce paBHOMEpPHA KOHBEPTEHIINja MPEHOCH C3, HEKA
nBa ckyna Ha muxoBy yaujy (Cras 13.8 1)), na ciaenu ma pen (12) xorseprupa
PABHOMEPHO Ha CBAKOM MHTEpBasy obsuka [a,b] koju je cagpzkan y obsiacTu KOH-
Bepreramuje D. Kako cBaka rauka m3 D mma okonuHy obuKa [a, b] To 3aKsbyIyjemo
JIOKQJIHO PABHOMEPHY KOHBEPTEHIIN]Y. g
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13.26. Cras. a) Y yHyrpaimocTu 00sacTu KoHBeprenuuje int D, To ject y
(o — R,a+ R) Baxu

nl
(E anx—a ) E AnpN x—a ;

6) @yukuuja nedunucana crenenum pepom (12) je Heckonauno nudepenuu-
jabusna (kmace C°°) y yuyTpammocTu objactu Kouseprennuje int D. Hben k-tu
W3BOJI jeTHAK je

+oo
Z nn—1)...(n—k+ Day(z — )" %,
n==k

B) 3a cBaku uHTEpBaJ [a,b] C D Baxu

b +oo +oo
/Zanxfa dxfz/ an(z — o)™ da.
a n=0

n=0

JIOKA3. a) Ussomuu pen

—+o0

(14) Z(an(xfa Znan z—a)"!

n=0

MMa UCTHU MOTYTIPEYHIK KOHBEPTEHIHje KAo W MOa3Hu, jep /n — 1, kamn — 400,
na npema CraBy 13.25 B) koHBeprupa JIOKaJaHo paBHomepHOo y (o — R,a + R).
Pesynrar cama cnenu wa ocaoBy Crasa 13.16;

Ilpumedba: HapaBHO U3BOMHY ped MOXKE I1a, JUBEPTUPA, Y KpajeBuma o+ R, 4ak
7 KaJ1a Ty TOJIA3HU PeI KOHBEPTUPA, jep OHAj (haKTOp 1 MIIaK JOHOCH HEKY TEXKUHY.

6) Ussonuu pen (14) je rakobhe crenenu pes ca UCTUM IIOJIYIPEYHUKOM KOHBED-
rennuje. AKO Ha Bera NpuMeHuMO npeTxoany Tadky CraBa, HAJIA3UMO JIa MTOCTOjU
IPyTu U3BO, U 12 je u OH 3anar nmoMohy mekor cremenor pena. /lajbe mHIyKInjoMm;

B) Ha nnrepsannma obamka [a,b] C D per (12) koHBeprupa paBHOMEDPHO TIpeMa
Crasy 13.25 B), ma ce moxe mpumenutu Cras 13.15 0 pasmenu mMecra Jmmeca u
UHTErpaJa. U

13.27. Hedunnnmja. Heka je A C R orBopen unrepsan. Oynkmnja f: A —
R ce HasuBa anaaumuukae, aKO je jemHaka 30UpPy HEKOD CTENEHOr Pena y OKOJIUHU
cBake tauke « € A. Ilpenusnuje, ako 3a cBe a € A nocroje KoedpuuujeHT a, u
€ > 0 TakBuU J1a BazK¥ jeIHAKOCT

(15) flx) = Zan(m—a)", 3acBe x € (a —e,a +¢).

Ipena mperxomuom Crasy (Taduka 6)) jacHo je 1a je CBaKa aHAIUTUYIKA DYHK-
nuja Geckonauno mudepenmujabumna. Taxobhe us (15) u (14) jacno je na je f*) (o) =
klay, ommocuo nma je pen y (15) jemuncrsen, u ma ce koedbunujeHTn 100Mjajy Kao
ar = f*)(a)/k!. Takas pem, omHOCHO Pex

12 () (o
Zf (@)

n' (:I; _ a)n7

n=0
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nasuamo Tejaopos ped dbyukuuje f y okonunu rauke « (uau kpahe y «). To je
y crBapu rpanmdHa BpemHocr Husa TejimopoBux mosmunoma. Ako je a = 0 omga
Tejnopos pen gecro 30Bemo u Makaopenos ped.

Tepmuronowra npumeddba: loTmyanm maremarwdap ce Huje 3Bao0 Maxkjopen,
Beh Mexksopun (MacLaurin) mkorcku maremarudap. Meljyrum, selinna namux
MareMarndapa Koja je yBOIMJIa TEPMUHOJIOTH]Y IMKOJIOBAJIA € Ha (PPAHILYCKOM TOB-
OpHOM TOAPYYjy ma ce kox Hac omomahuo morpeman w3roBop Makutoper. Chaungnao
un XaJjejeBa KOMETa je 3alpaBo XejJImjeBa KOMeTa, T,

Caenehu cras naje norpebHe U JOBOJbHE yCJIOBE AHAJIUTUYHOCTH.

13.28. Cras. Hekaje f: A — R C* ¢dynkunja, n vexka o € A. Cneneha nsa
yca0Ba cy MehycoOHO eKBUBAJIEHTHA!

1° Ilocroje K > 0 u § > 0, TakBu Ja HejeIHAKOCT

(16) f™ (@)] < nlK™
BaxKH paBHOMepHo mo x € (a —6,a+9);

f("
Z —a)",3ax € (a—¢e,a+e).

JoKA3. 1° = 2°) U3 (16) u u3 Tejuopose dopmysie ca ocrarkom y Jla-
TPAHKOBOM OOJINKY MMaMO

— M (o) F(e) n
_ICE::O k! (x_a)k: (n+1)' (.’E—O[) + <
| n+1

3a |z — a| < e =1/M, na pen kouseprupa Ka f(x);
2° = 1° Axo pen komBeprupa y (@ — €, + €) raga u3 Komu Amamapose
dopmyite umamo

na 3a K > 1/e nmobujamo
£ < K™t

Hame, 3a ¢ € (« — &, + €) y3acronnom npumenom Crasa 13.26, umamo

“+oo n
D@ = |3 nln = 1) 0=k DI k] <
n=~k
gion(n—l)...(n—k—i-l)v ()||x al" 7k <

<Z (n—1)...(n —k+ K"z —a|" % =

<Kkz (n—1)...(n—k+1)(K|z—a))"~
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Ilocnensu pen je, mehjyrum k-tu usBon GyHKumje q — ﬁ n3padyHaT y TadKN
K|z —a| < 1. Kaxo je (1/(1 —¢))® = (k- 1)!/(1 — ¢)*, 10 je

®) ( K
@1 < (1=g—s

3a |r—a| < 1/2K. O

>k (k—1)! < 2K)*(k —1)! < (2K)*E!,

13.29. IIpumep. @yuknuja f: R — R mara ca

ﬂmz{fﬂa e

0, z <0

je 6eckonauno mubepenuujabuina (to jecr € C*°(R)), anu Huje aHATUTUIKA.
Baucra, HHAYKIXJOM ce MOXKe JIOKa3aTu J1a je n tu u3son oyumuje f 3a x > 0
jeHak

£ () = @) 1o

.’132"
e je P neka nonuaomcka dyukmuja. OTyia ce jeIHOCTaBHO BUIN /14 je li%l f (z) =
xz—0+

0, a Kako je u JeBu JimMec odmriaenHo jemuak nysm, 1o u3 CraBa 5.14 ciemm
f™(0) = 0. Oryma je 36up menor Makiopenosor pea y myau jemmax 0, a To
je pasnmunto ox f(x) y cBaKkoj £ OKOJIMHU HyJIE.

HEKE S3AHVUMJbVBE ®YHKIINJE

13.30. PumanoBa (-dyuknmja. To je dyukuuja ¢ : (1,4+00) — R 3amara
ca
o 4
a7 ()= -
n=1
Pen (17) ouursienHo KOHBEPrupa ako u caMo ako je x > 1 (BumeTu OCHOBHU pel,
naparpad 4.11). IarBuiie, Taj pen KOHBEPrupa JOKaJIHO paBHOMepHO. Haume, on
KOHBeprupa paBHoMepHO 10 x € (1 + §, +00) Ha ocuoBy BajepiurpacoBor Kpurepu-
Jyma, jep
1 1

ne < nltd’

a pen ca ommruM umamoM 1/n'* komseprupa. C mpyre crpame csaxo x € (1, +00)

uma okosuny obsuka (1 + d, +00) (Ha npumep 3a 6 = (x — 1)/2. Oryna je, npema
Crasy 13.14, rpanndna QyHKIMja HETPEKUITHA.

Hakse (-pyHKINja je HeMpPeKnuIHA.

Csu cabupuu 1/n® cy crenene pyukumje ca ocaoom 1/n < 1, na cy onamajyhe
U KOHBEKCHE. 3aT0 Cy TakBe u nejumuune cyme pena (17), na u \UXoBa rpaHuIHA
BPEIHOCT.

Haxkte, ( dynkmnja je onmamajyha m KoHBEKCHA.

Hasbe, Bazke pe3yararu

lim ((z) =1, lim ((z) = +oo.

xr——+00 r—1+
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Baucra, 300r paBHOMEpHE KOHBEPreHIje Ha WHTepBaly obauka (2, +00) 360r
TeopeMe O KOMYTAaTOBHOCTH JIMMeCa, MMaMO
—+o00
. ) 1
lim ((z) = lim — =1.
r— 400 r—+oo N

n=1

C npyre cTpaHe, UCTOM TE€XHMKOM Kao M y Aokaly KormmjeBor mHTerpasHor

KPUTEPUjyMa, HATTA3UMO
oo q 1
1 t* z—1

OJIaKJIe CJIEOU JIPYTHU JIIMEC.
Nugyknujom ce Moxke JoKas3aru 1a 3a k-Tu w3Box (-QyHKIMje BaxKn

+oo k
0 () — N (Tlogn)”
n=1
Hanwme, ropmn pen JOKAJIHO paBHOMEDPHO KOHBeprmpa. TadHmje KOHBEPTUpa

pasaomepuo Ha (1 + 6§, +00) jep je

’ (—logn)*| _loghn

n(E

na ce moske mpumenntn Cras 13.16.
Heke konkperHe Bpennoctn (-dyHKIMje MOTY ce M3padyHaru npumeHoMm Oy-
PHjeoBUX peoBa, HA IpUMeEp

0 UeMy BuIeTH BexkDame 2, y ryaBu OypujeoBu pemoBu.

I'paduk (-bynrnuje Hajgasu ce HA CAUNA 3.
A

=N W B

\ 4

S

Crnuka 3
13.31. (-dbysaknmja u mpoctu 6pojeBu. Heka P o3HadaBa CKyI CBUX IPOCTHX
opojeBa. Tama BaxKu jeqHAKOCT

(1) =TI (1- 1)
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JIokA3. Kako je 1/p* < 1 (jep je © > 1), 10 BaxKu pa3Boj y T€OMETPU]CKU DET
-1 +oo
1 1

1-=) =Y =,

KOju je arcosryTHO KouBeprenran. Heka je ¢ € P dukcupan. Ilocmarpajmo mpoussomn
1 =1
1) I (-5)- I >
P>p<q P>p<q k=0

Kaxko cy pemoBu armco/iyTHO KOHBEPIeHTHH, OHU C€ MOTY YJIaH 10 Y4JIaH W3MHOYKUTH,
7 100ujeHn 4IaHOBHU Ce MOTY mperpynucaru. Tako ce mobuja 30up umju cy cabupiiu

. 1 . .

jemHaku —— 7oz> DA€ CY Pi,...,pr IPOCTH OpojeBM Mamu WU jeTHAKU O ¢,
by Dy

a ki,...,k; nmpuponuu. IIpema OCHOBHOj Te€OpeMHU APUTMETHKE, CBAKU MPUPOIAH

6pOj ce MOXKe Ha JeMHCTBEH HAYWH MPUKA3aTH Kao npousBoi npoctux. Oryna ce y
u3MHOKeHOM 1pom3Bony (19) manase cabupuu obmmka 1/n”, u cBu cy mehy cobom
pasgumantu. UV Bume om Tora, mely muMa ce Hajla3e CBU OHM KOjU OATrOBapajy
MpUPOIHUM OpOjeBUMa MamuM of ¢. Tako je

- 11 (1-3) < X o

P>3p<q

a IOCJIENba CyMa TeXU Ka HyJId, Kajl ¢ — -+00, jep je TO OCTaTaK KOHBEPreHTHOI'
pena. O

IIperxomaa dompysa Koja ycrtaHoB/baBa Be3y m3melhy (-dDyHKIHje W TPOCTUX
OpojeBa moJiazHa je Tadka HeOpojeHnM mpuMeHaMa (-QyHKIHMje y Teopuju Opojesa.

Hanomenumo u ma pen kojum ce medbunume (-byukmuja (17), kouseprupa u
aKo ce ymecto r > 1 y3me KoMmIiekcan Opoj z TtakaB ga je Rez > 1. 3a rakse
KoMILTeKCHE z Baxku u dopmysa (18). Hokasu cy ucru. Mebhyrum, (-bynkuuja
Ce IMyTeM TAaKO3BAHOI AHAJUTUYKOL MPOIYKEHa, MOXKEe HA jeINHCTBEH HAYUH TPO-
JIy?KUTHU U Ha Tadxke jieBo o npase Rex = 1. 3anpaBo y ey KOMILIEKCHY PaBaH,
ocuM y tauky 1.

Hajmosuaruju neperien maremarndku npobsem Besan je 3a (-byuxkmnujy. [los-
Har je mox uMeHoM Pumanosa runomesa, n Be3aH je 3a onpehuBame HyJ1a KOMILIEK-
cue (-byukumje. Ilosnaro je ma ce ( dbyHKUMja aHyIMPA Yy HETATUBHAM MAPHUM
6opjeBuma —2,—4,—6,.... PumanoBa xurore3a mpeTmnocTBasba 1a Cy CBE OCTAJIe
uyJe (-gynkuuje cmemrene na npasoj Rez = 1/2 + it.

13.32. BajepmurpacoBa dyukmmja. Y oBom maparpady kKoHcTpyucaliemo
dbysKuMjy Koja je HempekmIHA y CBAKOj TAa4dKu, a Huje mudepeHiynjabuiHa HU Y
jeHOj TavIKU CBOT JIOMEHA.

Heka je v : R — R, ¥(z) = d(z,Z) pacrojame 1o Hajbiauzxker uesor 6poja,
OJIIHOCHO

x—n, n<zx<n+1/2
n—z, n—1/2<z<n

P(x) =

Ta dynnmja je mepuommuna ca mepuomom 1. Hben rpaduk mma obauk Tecrepe n
NMpuKa3aH je Ha caunn 4.
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1 2

Crnuxka 4
BajepmrpacoBy dyukmujy neduHUIEMo Kao

+oo 1
fl@)y=>" ).
n=0

CBu cabupiu cy Henpekuane GyHKIMje, a PEI PABHOMEPHO KOHBEPIUPA, TPEMA

BajepmrpacoBom Kpurepujymy, jep je
1 1

IMpema Crasy 13.14, ornga je u rpanudna GyHKIUja f HENPEKUIHA.

Hoxazahemo ma f auje nudepennujabuina uu y jequnoj rauku. Heka je zg € R
npou3BosbHO. [locToju meo 6poj s, TakaB [a BaxKe HEjTHAKOCTH

Sn Sp+1

2. 4n SLL’Q< 2. 4n :ﬂna
7 MOXKe Ce JI00UTH Kao S, = [2-4"x]. Uurepsan [y, 3] nma nysxkuny 1/(2-4") ny
HeMy Ce 3aCHTYPHO MOKe Hallll HeKH T, € [ay,, B,] Takas ga je |z, — x| = 1/4"F1,
Ouurnento, HU3 T, — Tg. 3a AudepHENnjaJIHn KOJTUIHAK TMAMO

Flwn) = flwo) X1 p(Era,) — p(aka)

Ty — X0 = 4k Ty — X0

Ay =

Hokazahemo na oBaj m3pas muBeprupa kaia n — +oo. Hamme, ako je k > n, tana
je [4%x, —4Fzg| = 4¥~"~1 mro je neo 6poj na ce cabupax y ropmeM peiy amy/iupa
360r mepnonuuHOCTH byHKIMje 1. Pem ce Tako ¢cBOIM HA KOHAYHY cCyMmy. AKO je
k < n, ouna ce 4%z, u 4¥z nanaze usmely uesor u noayuesor 6poja. da 6u ce 10
BHJIE/IO OBOJ/BHO je TOKa3aTh fa YHyTpammocT naTepsana [4Fa,,, 4% 3,] ne campsxn
HHE 110 HE mosy1ieo 6poj. IIpermoctaBuMo cynmpoTHO, 1a 3a HEKH 1eo Opoj [, ’erosa
nosiopuna /2 € [4%a,,4%3,]. Tana je s, < 14" % < s, + 1 wro je nemoryhe.
Haxne, 4k, n 4Fx, nmpunamajy HekoM cerMenTy umji Cy KpajeBW Ie0 U MOJIYIIEO
0poj, a GpyHKIMja 1) je HA TOM CErMEHTY JIMHEAPHA, 114 je
Y(4Fz,) — (4¥xg) i4kxn — 4k gq

b
Tn — o Tn — o

1 OTyla je
flan) = flzo) _
Ty — To - kz:%(:tl)a

a TO je HU3 KOju HEe MOKe 1a Oymae KOHBEPreHTaH, jep Cy MY CYCeTHU 9JIaHOBH HA
pacrojamy jeman. Ilpema XajHeoBoj TeopeMn Taja He MOCTOjU
f(y) = f(zo)

lim ———"——=.
Yy—To Yy —xo
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IIpumedba: Ha npBu moryien MOrJio 6u ce MOMUCIUTH 13, je HemumbepeHtinjadui-
Hoct BajepmrrpacoBe dyHKIHje mocaeqna yMHOXKaBama BpxoBa Tecrtepe. Meby-
THM TO HHUje TaKO, Ped je O CyNEPHOHUPAIbY OCIUJIAIMja. YOCTAJIOM, OPUTMHAJIAH
Bajepmtpacos pesynrar 6mo je ma je byHKIINIja

400
x) = Z a" cos(b"mx)
n=0

HEMPEKUIHA U HurIe qudepernujadmina, ako je 0 < a < 1 u b mo3uTuBaH HemapaH
6poj, Takas m1a je ab > 1+ 37/2. Uneja mokasa je BeoOMa CIMIHA, aJld je Y IpUMepy
KOjU HABOIWMO TE€XHHUKA jeTHOCTABHMU]A.

Jow jedna npumedba: Temko je samucauru rpadbuk

Bajepmrpacose dyuknuje. To 6u Tpedasio ma 6yme JuH-
uja, Koja ce Upra jeIHuM 10Te30M pyke (3601 Henpeku-
HOCTH) aJld TakBa Ja y CBAKOj Tauyku uma wui (36010
wenudepennujabunoct). Busyenusanujy ose yHK-
Mje JOHEKJIe OJIAKIaBa, MOJATaK 1a OHA MMa, (PPAKTATIHO
cBojcrBo. Hauwme, Baxu f(4x) = 4f(x) —¢(x), na jenan
nennh mwenor rpaduka guwdn Ha rpaduk unrtaBe QyHK-
mmje. Bunern ciuky 5. Ciuka 5

13.33. I'-dyukuuja. I'ama byukunjy neduHnmemMo Kao jemnHCTBEHY QyHK-
ujy I : (0, —|—oo) (0, +0) xoja nma crenehe Tpu ocobune:

(1) I(1) =

(1) D(z + 1) = zl(x);

(#i1) logI'(z) je xousekcua dyHKUMja.

TaxBa ¢yHKINja MOCTOjW M MOYKe Ce TOOUTH Kao

(20) I(z) = /0+00 t* et dt.

Oyukuuja je KopekTHo neduHucana, jep 3a cse x > 0 mHTErpas; KOHBEPrupa,
y Geckomaunoj Tauxm jep je t*"le™t = o(e~'/?), a y nysm, jep je t*"le~t ~ to~1,
[MosutuBHOCT je ounrienna. Ilokaxkumo ga Tako ompehena dbyHKIMja 3amcTa 3800~
BOJbaBa, ocobune (i) — (4i7).
+

(1) T'(1) :/O OOeftdt =1;

(7i) IlpumeHoM napluujasHe UHTErPALK]e UMAMO

+oo —+o00
Nx+1) = / tretdt = —txe_twoo + / e txt®tdt = o ();
0 0

(791) Hera je 0 € (0,1) up =1/0, ¢ =1/(1 —0). Tana je 1/p+1/q =1 na
NPUMEHOM XeJIIePOBe HEjeTHAKOCTH HATA3UMO

+oo
Tz +(1—0)y) =T (x + y) — / t@=1/pply=D/ag=t/pe—t/a g4 <
P q 0

400 1/p 400 1/q
< (/ tmletdt> </ tyletdt> =T(2)"/PT(y)"/4,
0 0

OJlaKJjle JIOTApUTMOBAIEM JI00HjaMO

logT'(0z + (1 — 0)y) < %log I'(z) + élogl"(y) =0logT'(z) 4+ (1 —0)logT'(y).
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13.34. JegmacrBenoct ['-dynkmuje. OjnepoBa dbopmymaa. [llro ce Tuge
JEMMHCTBEHOCTH, TIOCTYIHAEMO OBAKO.

3a noverak npumerumo ga u3 ocodbuna (i) u (i) caequ na 3a npupoman 6poj n
BaXKM

(21) 'n)=(n—1I'n-1)=---=(n-1I1)=(n-1).
Ha camvan maunn, 3a 0 < x < 1 mw n € N umamo
(22) Fn+az)=Mnm-1+2z)...2(x).

Hasbe, nexka je g(z) = logI'(z), neka je 0 < < 1 u n upuponan 6poj. Tauka
n + x Hamasu ce usMmelly Tadaka n u n + 1 u MOXKe Ce TPUKA3ATU KAO EHUXOBA
KOHBEKCHA, KOMOWHAIIN}a, W TO

n+z=(1-—z)n+z(n+1).
360r KOHBEKCHOCTH (DYHKIMjE ¢ OHaTe je
gln+2) < (1 - 2)g(n) +zg(n+1),
a Kako je, 36or (21) g(
logT(n+z) =g(n+z) < (1 —2)log(n — 1)! + zlogn! =log(n — 1)! + logn”,

TO jecT

n) = log(n — 1)!, To nmamo

F(n+z) <(n—1)n"
mro ce 36or (22) cBomu Ha
(n—1)n”

r < .
(2) = z(z+1)...(x+n—-1)
Canuno pasMarpare TPUMEHNMO HA TPOjKy Tadaka n+x, n+1lun+x + 1.
Tana je

n+l=z(n+2)+(1—-—2z)(n+z+1),
a 300r KOHBEKCHOCTH QYHKIUjE g U
logn!=g(n+1) <zg(n+2z)+ (1 —x)gln+z+1) =
=zlogl'n+z)+ (1 —2z)logl'(n+z+1) =
=zlogT(n+z)+ (1 — 2)log((n+ 2)I'(n + ) =
=logT'(n+ )+ (1 — z)log(n + x),

OIIHOCHO
nN<Tn+z)n+z) " =m+z-1)...2T(z)(n+z) "
Taxo je
(n—1)In" 1 n \"
Ple) < zz+1)...(n—142) = n <n+z> (n+a)l().

IIpema Teopemu o nBa moumajua je, oHIa
n —1)n®
lim ( )
n—toox(x+1)...(n —1+42x)
3ronHuje je y mocjaeambeM Hu3y y3eTn n+ 1 yMecTo n, 1 HCKOPUCTUTH YNELEHUILY
naje (n+1)* ~ n*, omakie nobujamo, rakossany Ojaeposy dopmyay

=TI'(z).

nln®

(23) Ty = Bm D).t o)
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By cmo mokasamm 3a 0 < z < 1, unme je mokazano na je I' dyukuuja jenun-
crBeHo onpebena ycsoBuma (i) — (i4i) ua unrepsany (0,1). Mebhyrum, onarie je
36or ycaosa (i) nornyno onpeljena csyna. IlraBuwe, moryle je nokasaru ma ¢op-
myJa (23) Baxku 3a cBe x > 0,  TO Tako mTo hemMo TOKa3aTH Ha Ce HEHO BAYKEHHEe
nperocu ca z Ha x+1. 3auncra, jesa crpana jenHakoctu (23) 3a/10B0/baBa jeIHAKOCT
(#i). Meljyrum 3amoBo/baBa u AeCHA, jep aKO JIECHY CTpaHy 03Ha4uMO ca h(zr), onma
nMamMo

nln=t!

h(:c—|—1):nEIJrr100 (z+1)...(n+z)(n+1+x) B

. nx nln

lim
notoon+ax+la(xz+1)...(n+x)
13.35. BajepimrpacoBa ¢dopmyna 3a I'-pyukmmjy. Baxku jenmakocr

T

= zh(z).

e 1r

+o0 2\ —1
I(z) = . He”k(l—l-E) ,
k=1

rae je
~ <1+1+...+110 n>
7 e 2 n %8
Ojnep-MackeponujeBa koucranra (Buneru Bexkbame 1 nornasba Huzosu).
Baucra, uz Ojnepose dbopwmyse (23) Ha ocHOBY HempekumHoctu (yukuuje log
HAJIA3MMO

(24)
. x
log'(x) :ngr-ir-loo lx logn —logz — ;log (1 + E) -
n 1 n
:nETOO lx <kz_1 % — v + an(- myna HH3)> —logz — kZ:llOg (1 + %) _

:77$710gx+nli>r£oo]; [%flog (1+%)} =

Xz x
=—yx —logx [f—lo (1 7)},
v —logz + Z L log (14
omakJe cjenn hopMysia y3uMameM eKCIOHEHTa 00e CTpaHe.

U3 Bajepuirpacose dbompyJie (JorapuTMOBaHe) MOXKE ce 3aK/byduTtu na je I
dbysrumja mudepennujabunna. 3aucrta, W3BOAHE Pell, pela KOJU ce MojaBibyje y
(24) je si0KaJIHO PaBHOMEPHO KOHBeprenTaH npema BajepiirpacoBom kpurepujymy,
jep My je OmIITH WJIaH jeTHaK

1 I T < M

k' z+k k(z+k) ~ k2’
3a z € (0, M), na je upema Crasy 13.16, 10380sbeHO nudepeHUUpabe 10/, 3HAKOM
cy™me.

Taxo je

;T 1,81
(log T(x))' = )——v—x+k_l{k Hk].
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Ilocebmo, ako ce craBu x = 1, y mocjeameM pemy AoJiasu A0 ckpahuBarmba,
Berosa cyma jennaka je 1, na nobujamo IV(1) = —~.

13.36. Ojueposa B-dyuknuja. Bera Gyukuuja je pyHkuuja aBe HpoMeH/bUBE
B: (0,+00)? — R, nara ca

1
B(z,y) :/ (1 =)yt de.
0

Wurerpan uma nse (moryhe) mecsojcBene tauke 0 u 1, u 10 ako je z < 1,
onuocHO y < 1. Mebhyrum, jenHocTaBHO ce BMAM Ja WHTErpaj y TUM TadKama
KOHBEpIupa.

B-dbyukuuja je ounrnenno mosuTuBHA. JegHOCTABHO, CMEHOM t = 1 — s BHIMMO
na je B-dbyuknuja cumerpudna, TO ject

B(x’y) = B(y’x)

Takobe jenmnocraBHO ce padyHa
1

B(l,y):/ol(l—t)y1dt:—1(1—t)y -1

Yy 0 Yy

Ocnosra ocobuna Bera dymukmuje je cieneha mwena Besa ca ['-dyrkmjom.

['(2)T(y)

(25) B(.Y) = Frog oy

OBa ce peslanyja MoO¥Ke JOKa3aTH Ha BUIIC HAYWHA. [IPBY HAYMHE je I1a JTOKAXKeMO
Ia 3a cBako y, dysknuja g, : (0,4+00) — (0,+00) mara ca

_ Bz y)I'(@+y)
gy(T) = W

3a,10B0J/baBa yciose (i) — (444) omepra 13.33.

(i) yeon: Tano g,(1) = BlLyld+y) _ A/yyl'ly) _

L'(y) L'(y)

(#i) ycaios: Ilpe mero wro ra nokazkemo, rpeba uspecru oapebheny jenHakocr
3a B-dbyukuujy, Koja ce mobuja mapuujaJiHOM WHTETPAIMjOM, Y3 MaJjO HEJOTHIHO
nperpynucame. mamo

1
Bz +1,y) :/ t*(1—t)y~tdt =
0

1 x 1 x
t t 1—t)*rty
[ () oometae - () ot -
o \1—t o \1—t T4y
tr(1 —t)yv | L1 =)=ty N Pt
B = S N s EE
x+y | Jo Tty 1—t (1—1)

1
— / 71— gyrrvmerl=2 g = T Bz g,
x+Y.Jo Tty

Oryna je

T T L _B(x,y)(z I'(z
gy(wH):B( +1,yF)(Fy() +y+1) _ 7y B y)(r(;;y) ( +y):xgy(x)_
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(#i1) ycaos. Tokasahemo Hajupe 1a je mpecsukBambe T — B(x, y) JjorapuramMcku
KOHBKECHO, 3a CBE Y. 3aiCTa, IPUMEHOM XeJAepoBe HEjeTHAKOCTH, HATA3UMO

1
B(le + (1 — 9)x27y) :/ t9w1+(1—9)1‘2—1(1 _ t)y—l dt =
0

/1 (1 — ) (- ) de <
0

< (/01 tr (1 — )yt dt)e

:B(xlv y)eB(x27 y)l_a'

1-6

(/01 t7271(1 —t)y—ldt) dt

Opnarne je

B(0z1 + (1 — 0)z2,y)l' (01 + (1 — O)z2 +y) <
I'(y) B

x1, 0 za, 1-6 1 0 Zo 1-6 B
B( y) B( y) IF(E}) +y) P( +y) =gy($1)09y($2)1 0

gy(0z1 + (1 — O)zo) =

Jpyru mauun gokasuBamba jenHakoctu (25), koju kopuctu Teopemy o Jakobu-
jaHy 3a HECBOjCTBEHE WHTErpaJie, MpuKasaH je y maparpady 11.28.
13.37. Pasue ocob6uue I' pynkmuje. 1° I'(n+1) = n!. Baucra, y3acromHom

npumenom yciosa (i) vanasumo I'(n+ 1) =nl'(n — 1) = - = nll'(1) = nl.
1 2n — Hl
2°T (n + 2) = %ﬁ IIpso hemo uspauynarn I'(1/2). Ha ocnosy
(25) umamo

1\*> T(1/2)r(1/2)
r(2> = Tn - B(1/2,1/2) =

[ =
[octenmu uHTErpas ce Mozke uspadynaru cMenom t/(1 —t) = s2, (omakne cienu
t =s?/(1+ s?)), na Tako umamo

—+oo 2 —+o0
1+s 25(1 + s?) — 2ss / 2ds +oo
(172 /0 s Arsmr VT, Tae s twesh =T

Hasme ce npumenom ycsosa (ii) mobuja

1\ 20-1_[2n—1 m—1 1.1\ (2n—1)!
r o) = r = ar(s) =¥ a
("+2) 2 ( 2 > 2 2 (2> o VT

3° Acumnrorcko nonamame [ pyHKIHje y KpajeBuMa IOMEHa je OBAKBO

1
Ix)~—=, z— 0+, I(x) ~ Vorz®~Y2e™" 1 — 400
T

Baucra, npsa ¢opmyna cienu u3 I'(z) = T'(z + 1)/z, u venpekunnocru I'-
dyukumje. pyra je takossana Crupaunarosa dbopmysa n duhie mokasana y mapa-
rpady 14.16 y rimasu UuTerpaiu ca mapamMmeTrpoM.

4° T' bynkuumja je KOHBEKCHA, jep je KOMIIO3WIINja IBe KOHBEKCHE (DYHKITje eXp
u log', on kojux je mpsa pacryha. Tuwme je I'-bynkumja menpekuana, nma yBeK
JIEBU W JIECHU M3BOMI, U mudepeHnnjabn/iHa je CByaIa OCUM y HajBHUIIE IPeOPOjUBO
MuOro tadaka. lllrasume, men u3Boz je pacryha ¢dyuknuja, ma I' dynknuja omaga
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JI0 CBOI' MUHUMYMa, I1a OHJa pacre. Taj Munumywm ce Hasasu usmehy 1 u 2, jep je
(1) =T(2) =1.

5° Bumie o Tora, moxke ce nokazaru aa je I' byukiuja 6eckonadno myra gudep-
eHIIMjabMTHA, U Ja BaXKU

+oo
r™(z) = / t*te~tlog" t dt.
0

mro hemo nokasaru y maparpady 14.17 rimase uTerpasnn ca mapaMerpoM.

6° I' dynkimja ce MoXKe TPOLYKUTH 1 HA HETATHBHE He Iejie OpojeBe 3a1prKa-
Bajyhin ysicos (it). Hanme, tama 3a —1 < < 0 mebunnmewmo I'(x) = I'(x + 1)/,
7 TAKO PEIOM.

I TaBure MozKe ce MPOLYKUTH U Ha CBe KOMILJIEKCHE OpOjeBe, OCM HEraTUBHUX
eanX, TPUMEHOM TAKO3BAHOT aHAJIUTUYKOT TTPOMLYZKEHha.

7° @opmysia gomymaBama. 3a cBe 0 < x < 1 BaxKwm

s

P)l'(1l—2a)=

sinmTx

N3Boheme oBe dopmydie ce 3acauBa Ha Tako3BanoM OjiepoBoM pasjaramy cu-
Hyca

+00 2
x
26 inr = 1—
(26) sinx xnlzll ( 7r2n2> )

quju je JOKa3 omumcaH y BexkOamy 3, riase @ypujeoBu pemoBu. AKo 3a TpeHyTak
npuxBaTumo ga je dopmysia ragna, ouga usz Ojaepose dopmyne 3a I-dyukuujy,
HAJIa3uMO

L (n!)?n®nl-=
[(@)P(1 - =) *nﬂlfoox(ﬁ1)...(x+n)(1—w)(2—w)~-~(n+1 - )

Axko y umenuoiy uznsojumMo  u n + 1 — x, a ocrajie YMHUOIE TPYIHUIIEMO TaKO 1
MOXKeMO Ja TPUMEHNMO Pa3JnKy KBaJapaTa, HAJa3MMO

) n 1222 .. .n?
P —a) = T o U d—a?).. (2 —a?)
l lim !
e T ) (1= 22/4) .. (1= 22/n2)’

mro 3ajenHo ca (26) mokasyje dbopmynay momymaBama, 3a 0 < x < 1. Owna ce
MOKe TIPOIYKUATHU 10 CBUX PEATHUX He MeuX OpojeBa, jep ce jeIHOCTaBHO BHIN A
JOIABAIEM jeIMHUIE Ha & 0Oe cTpaHe mo0ujajy mo jemaH MUHYC.

8° I'paduk I' byukuuje npuxasan je na ciauuum 6.
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Fixy

o

=

Ciuka 6

IIPOCTOP C|a, b]

13.38. Ckyn Cfa,b] cBux Henmpeknganx GyHKIMja HA cerMeHTy [a, b] nma aJ-
rebGapcKy CTPYKTYPY BEKTOPCKOT IMPOCTOpa, Ca IPUPOSHO YBEIEHHM ONepalijaMa
cabupama n MHOXKema ckanapoM. OH ce MOXKEe IOCMaTpPATH U KAO PEATTHH U KAao
KOMILTIEKCHE BeKTOpCKU 1poctop. Osue he buru peanan. Hakire, pedunummmo

Cla,b] = {z : [a,b] — R | x HenpernmHa}.

3a mare dyukuuje z,y € Cla,b] u A € R nebunumenmo byukuuje x + y, Az :
[a,b] — R ca
(z+y)t) =z() +y@),  (Az)(t) = Az(2).
Ca rako yBenennM oneparujama + u -, Cla, b] nMa cTpyKTypy BEKTOPCKOT MPOC-
Topa. Moxkemo yBecTn m HOpMY, moMohy

= t)|.
el = max [a(t)]

Hopwma je kopekTHO nedunmcana, jep je 3ajequo ca GyHKIUjoM & u QyHKITjA
|x| HenpekuaHA, Ma TOCTUXKE MAKCUMYM Ha 3aTBOpeHOM uHrepBasty. Ilomohy nHopme
HA NIPUPOAAH HAYUH yBOOAUMO METPUKY

d(w,y) = llo = yll = max [(2) - y(t)|.
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OBaj mpocrop momenysiu cmo y riasu Merpuukn npocropu. Ca yBeneHuM
MOjMOM paBHOMEpPHE KOHBEpreHImje, Moryhe je merasbHEUje MPOYUIUTH OBaj MPOC-
top. Ilpe ceera mm3 z, komBeprupa Ka z y mpoctopy Cla,b] ako m camo ako
PaBHOMEPHO KOHBEPIMpa Ka X, TO Ce jeTHOCTABHO BUIW, jep X, — T Yy METPUIN
npocropa Cla,b] axo u camo ako d(z,,x) = max,<i<p |Ts(t) — ()] — 0, a Kaxo
Cy y Caydajy HempeKugHuxX (QyHKIHja max U Sup jeIHO T€ MCTO, OHJIA jé TO €KBU-
BaJIEHTHO ycJIOBY (3), ITO je, nak, eKBUBAJIEHTHO PABHOMEDPHO] KOHBEPTEHIIM]HU.

13.39. Cras. Ilpocrop Cla,b] je kommieras.

JTokA3. Heka je x,, Kommujes uus y Cla,b]. To 3Haun na je ncrnymeHO

(27) Ve >03ng e NVm >n >ng d(a,,z) = max |z, (t) — x, (8)| < €.

Dukcupamo t € [a,b]. Kako je |2y, (t) — 2, ()] < maxg<i<p [Tm () — 2, (t)], TO
u3 PETXONHOr Npou3u/asu Aa je Hu3 peannux 6pojesa x,(t) Koumjes nus, na je
mpeMa ToMe KouBeprenTan. [locroju, makie dyHKITja

)= 1l W (1),
o(t) = lhm 2.(t)

C TUM IITO j€ PeY O KOHBEPreHIWjU TadKa Mo Tadka. Mehyrum, ako y mociemnsoj
HejemHakocTn y (27) |2y, (t) — 2, (t)| < €, Koja Bazkm 3a CBe t, IMyCTUMO JINMeC Kal
m — +00, & TO MOXKEMO jep m HHje OreaHWYeHO OJ03r0, OHIA 3a cBe t € [a,b]
HAJIA3IMO
[2(t) —zn(t)] <€,

OIHOCHO

sup [z(t) — zn(t)] <e,

a<t<b
a kaza ce npouuta npeambysa dopmysie (27) onga TO yupaBo 3HaUU Ja T, =
x, omHOCHO d(x,,x). Omparre, Ha ocHoBy Crasa 13.14 ciemn ma je dyHkumja x
HeTpeKnIHa. O

Teopema koja cienu HazuBa ce Bajepwmpacosa meopema o anpoxcumayuju, a
HEKW KaxKy n npea Bajepwmpacosa meopema o anpoxcumayuju. ['pybo rosopehn
OHA TBPIM [1a C€ CBAKA HEMpEKuIHA (DYHKIMja HA CETMEHTY MOXKE PABHOMEPHO
ampoKCUMUparn mojmHOMuMa. JlOKa3 KOju OBIe TPE3eHTHPAMO 3aCHUBA CE HA
crenehoj nemu. Jlpyradmju HaUMH OOKA3MBamba BajepiiTpacoBe TeopeMe MOXKe ce
nahu y Bexxbamuma 29, 30 u 31.

13.40. JIema. Heka je mara dbyukuuja, W, : [-1,1] — R ca

Wa(z) = A (1 —22)",

rie je koucranra A, onpebena ca

A, = (/_11(1 — 2" dm)

-1

Tana Bazku:

(4) An1§ (n+1)/2;
(i) / Wyp(z)de =1u W,(x) > 0 3acBe xz € [-1,1];

(#47) lim Wy (z) dx = 0, 3a cBako 6 > 0.
n=Fo0 Js<|e|<1
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J1oKA3. (i) Ha wnrepsamy [0,1] azkn 22 < x ma je (1 —22)" > (1 —z)", n
oryna

1 1 1
2
A—lz/ 1—2%)"d :2/ 1—2%)d >2/ 1—z)"de = ——;
n _1( z®)" dw 0( z*)" dz > 0( 2)tde = ——

(#i) TlosuruBHOCT je ouura, a KOHCTaHTe A, Cy yIpaBo TAakKO MOIEIIEeHe 1A
uHTErpas Oyme jenHak 1;

(iii) Ba |z| > & je Wp(z) = A, (1 —2*)" < A,(1-6%)" < (n+1)(1 - 6*)"/2 —
0. O

Ipumedba: 3a woucranre A, ce moxe pehu u npenusuuje. Haummve cmernom
2=t nobmjamo

1 1
A;lz/ (1—x2)"dx:2/ (1—2*)"dx =
0

-1

o0l 4= B _ D+ 1r/2)
_2/0(1 Ot =Bl +1,1/2) = —r Ll

Oparsne ce npema Crupsunrosoj dopmysnu (naparpad 14.16) moxe moburu

Ay ~\/n/T.

13.41. Teopema [BajepmirpacoBa o anpokcumanmju]. Heka je f € Cla, b]
npousBosbHa GyHKuuja. Tama mocroju HU3 HOJMHOMA pnp, TakKaB na p, = f.
Jpyrum pednma, CKyI CBEX IIOJUHOMA je cByna ryct y npocropy Cla, b].

JTokA3. 1° Hokazahemo mpBo moceban ciaydaj Kana je [a,b] = [0,1] n kana je
f(0) = f(1) = 0. ¥Ysmuwmo jowr ma je f npomyzkena Ban [0,1] Hysaom, u youumo
dyHKIHIjE

= /_1f(:c+t)Wn(t) = (cmena x +t = s)

_ /:H F(s)Wals — ) ds = /01 F(5)Wo(s — ) ds.

-1

W3 mocyienmer ce BUIM 13 Cy Py TOJUHOMU, U TO TAPHOT CTEIEHA.
Youumo € > 0 u ouenumo (Kopucrehu pesysrare Jjieme)

)= )l =| 1o /W dt/fx+t A0)at] =

‘/ Fl@+ )W (t) dt‘ <
/t @) = S 00 s
z)— f(x W, (@) dt =
+/<t|<1|f() Fa + )W (1) dt

—S + Sy,

riie cMmo § omabpasu u3 nedununrje paBHOMepHe HenpekugHocTu (yuknuje f. Y
npBoM cabupky je, oHna, pacrojame mamely x u = + t mame on 6, na je |f(x) —
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flx +1t)] <e. Tako je
1
S1<e Wn(t)dtgs/ Wp(t)dt =e.
-1

[t|<é

Axo ca M osnayumo orpanuverse dynkuyje |f|, onma je apyru cabupak Mamu
on

S, < 2M/ Wi (t) dt < e,
s<t/<1

3a IOBOJbHO Besinko n. Taxo je 3a ce x € [0, 1] n 3a cBe JOBOJBHO BeJIMKE N

|f(z) = pn(@)] < 2,

a TO ympaBo 3Ha4YM 1a p, = f.
2° TlokazKnMO KaKO Ce I3 OBOT IMTOCEOHOT CIydaja MOXKe m3BecTn ommTu. Hanwe,
Heka je f : [a,b] — R npoussosbaa menpekunaa dbynkuuja. Tama cy dbynknuje

g(z) = flat+z(b—a)),  h@)=g(x)-g(0)—2(g(1) - g(0))

takole HenpekuaHe, ann cy nedunncane Ha [0, 1]. 3a dyuxuumjy h jorn Bazku h(0)
h(1) = 0. 3aro mocroju Hu3 moamHOMa P, = h. Tanma Hu3 moamHOMA ¢ (Z)
pn(z) + g(0) + 2(g(1) — g(0)) paBHOMEPHO KOHBEPrEpPA Ka ¢, & HU3 TIOJMHOMA

o) = 4o (=2

PaBHOMEPHO KOHBEPIUpa Ka f. U

13.42. Tocaemuua. ITpocrop Cla,b] je cemapabuiaH.

JoKA3. Ilokazahemo na je ckyn cBux nomunoma Pgq ca panuonainnuM Koedu-
nMjeHTnMa TpedpojuB CBYIA TYCT CKYII.

Ia je mpebpojuB Bugmmo Ha ciaemehwm maumu. Heka P, o3HauaBa CKym CBHUX
MOJIMHOMA, Ca PANMOHATHAM KOepUIMjeHTNMAa, Mamber WIn jeaHakor om n. Ilpec-
mukasame 1 : Q"M — P, naro ca v(ag,a1,...,a,) = ap + a1x + -+ + a,x" je
6ujexuuja. Oryna P, uma ucry Kapmuuaianoct kao u Q" - naxse npebpojus je.
Kako je Pq = J,,>1 Pn, T0 je Pq mpeGpojnBa yHuja mpedpojuBnX CKyToBa, 1a je n
cam TpebpojuB.

3a maro f € Cla, b], npema BajepriTpacoBoj TeopeMu 0 aPOKCHMAIMjH, HOCTOjI
nonuHoM p(z) = ag+aiz+- - - +a,x™ Takas na je || f —p|| < £/2. Mehyrum mocroje
u pauuonannu 6pojesu bg, b1, ..., b, raksu na je |a; — b;| < e/(2(n+ 1)M;), rue je
M; = max,<.<p |27|. Tana, ako osnatnmo ca ¢(x) momuuoM by + b1z + - - - + b a™,
3a cBe ¥ € [a,b] mmamo

[p(x)—q(@)| = [(a0—bo)+(a1=br)a+- - -+(an—bn)z")| < Y mwl <e/2.
i=0 J

Taxo je

e €
If =dl <llf =pll+llp—dll <5 +5=e
JlaxJie, CKynl CBEX HOJTMHOMA, Ca PAIMOHATHAM KOeUIMjeHTHMA, je CBYAa TyCT
y Cla, b]. Kako je taj ckyu yjento u npebpojus, 1o 3uauu aa je Cla, b] cenapabuJam.
O
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BE2KBAIbBA

1. Ucnnrarn na an Hu3 pyHKnuja f, paBHOMEPHO KOHBEprupa Ha CKymy A:

) fulz) = 2222 4 = R;

6) fn(z) =sin >, A=R;

8) fu(e) = Tim, A=[0,1—¢];

r) fo(x) = %, A=[1-¢,1+¢]
fo(z) = %, A=[l+¢,+00);

n)

b) fulx) = 7555, A=10,1];

e) fn(x) = arctgnz, A = (0, +00)
K) fn(x) = arctgnz, A = [g, +00);
3) ful(z) = =, A= (0, +c0).

T+n’

2. HcnuraTn na iU JaTU PEIOBH KOHBEPIUPAjy Ha HATUM CKYIOBHMA!

a) S xg_,_ﬁ nHa R;

6) 3,27 52 ma [0, 27);

B) YO SRnE gy [e, 271 — €]
1) 342 Tz wa [0, +00);
1) S 2%e™ " ma [0, +00);
b) X5 G ma [0, +o0);
e) Y= \C/O% na R.

3. Hexa je z > 0, a, > 0, n = 1,2,...,n,... u uexa pex » (1/a,) auseprupa.
Jokazaru na Tama pen
al a a2
+—
a2+ axt+x az+x
KOHBeprupa u Hahu meros 36up.

1
T 1+ nsin®7z’
OnpennTy meroBy rpaHudHy BpeAHOCT f() M MCIUTATH KaKO Ce APOKCHMALMOHE KPUBEe
y = fn(z) npubmmxasajy rpammanoj kpusoj y = f(z). Y xojum maTepBammma uu3 fr ()

4. VY unrepsaiy (—o0,+00) nar je au3 dynkuuja fr(x) n=12,....

b
pasHOMepHO KouBeprupa? [la im je lirf / fo(z)dz = / lirﬂ{l fn(z)dz 3a Ma koju

KOHAYaH MHTEPBaT [a, b]?

5. a) Ako je a, onazajyhiu Hu3 KOju TeKM Ka Hy/IM, OHIA BaXKU JEIHAKOCT

= a 1=
Z(_l)nan = _?1 + 5 (=1)"(an — ant1);
n=1 n=1
RGN
6) Heka je o(z) = : Opnpenutu ob6sacT KOHBeprenunuje oBor pena. Hahwu
nfl/
n=1
li .
i o(z)

6. Hexa je f = fo : [0,1] — R nenpekunua dynrumja, u fni1(z) = / fn(t)dt, 3a
0

— +o0

n=20,1,... 10 <z < 1. Jokasaru ma je bynkmmja p(x) = Y "% fn(x) medumucana u
menpeknana wa [0, 1], m m3pasuru ¢ mpeko f.
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7. Hexka je f(t) =)/ 27"[nt],5at € R.
a) Onpenuru ce Tauke u3 R y kojuma je pynkumja f menpexunna;
6) Uspaaynaru:

1° lim f®

t—o0 t

o [ rmas 8 5000 + 00,

Jroo1

1
8. Kopucrehu penose mokasaru na je / z dx = Z —_—
0 mn
m—

+oo 2
9. Uspagyuaru / e " cosaxdr passujajyhn dbynkuujy cosar y Maxmopenos
0
pen.

10. Hoxkasaru ma 3a 0 < o < 1 BaKu jeTHAKOCT

“+ oo
a2n+1

/2
[ arcsin(a cos z) dz,
=0 (2n + 1)2 /0

u uspauynaru 36up >, % W

/2 1
11. Mspauynaru / ctgtlog — dt.
0 cost

12 Hexka je peasiai pet a, KOHBeprenTan u y g an, = a. Jlokasaru 1a je dynxuuja
Z an ne(bHHHcaHa Ha yuraBoM R u ma je f+ “'f(t)dt = a. Ompenutu 6ap

jemHo f : R — R ca ocobunom [;" e f(z,t)dt = e 3a cBe v € R.

13. Hahu y o6iuky pema BpemnocT mHTerpaia J = fol log zlog(1 — z) dz.

. . . 1
14. Hexka je a > 0. Kopumhemenm passoja dyakuuje x — P no crenennMa /a
a?+x
T logax
a/r u3padyHy ——— dz.
ua/ I/Ip‘IyHTI/I/O R

15. Cayxehn ce pemoBuMa, W3padyHATH WHTETPAJT

/7r sin® z dx lal, o] < 1
o (1 —2acosz+a?)(1—2bcosx + b2)’ ’ '

[YuyrcrBo: Ilokasarn ma je % =Y a"sin(n + 1)z.]
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16. a) Hekaje |z—1/2| < 1/2u|Im(1—2)| < K Re(1—=2)
- obmmact Di mpukasana Ha coauiu. Jlokaszaru ma je Tama
|zl <1m |1 —2| < M(1—|z2|), tme je M = 2v/1+ K?;

—+oo
6) Hexka je mar cremenu pen Y. a,z", KOju KOHBEprupa A
n=0
3a z=1xa A € C, u nexa je s, = Y ap. Jokasaru na je
k=0
+o0 -
Zan 172)2(371714)2"; g
n=0
) Joxaszaru ma Z anz" paBHOMEPHO KOBeprupa Ka A
n=0
kan Dy 3 z — 1 (kommiekcHa BapujanTa AGesoBe Teopeme) Cumka 7
log(1
17. Uspauynaru J = / LH dz momohy pena, 3uajyhn ma je Y (7 n—IQ =7?/6.
1
. t 1 1 1
18. okaszaru jemHAKOCT /0 arcxjdx =1- 32 + 2 +....

4 8
19. Ompenutu cymy pema 1+ 7y + & +

o0 e

Z1+

20. a) Hdokasaru na je ca f(z) =

nedunncana HenpekugHa OYHKIMjA HA

[717 1}7
) Jokaszaru na je f menpexkmnno nudepenumjabuina na [—1,1)
B) Hokaszarn ma je f. (1) = +oo.
+oo n
21. Hexka je f(z) = Z

n=1

g Onpenutu obsact nedunucanoctu D dyukuumje f,
n

kao u cxkyn tasaka D1 C D y xojuma f mma (konauan) ussox. llcumrarn HEmpeKuaHOCT
dynxunje f ma D u f' ma D,

too (_1)n1,2n
22. a) Vcnurarn kouseprennujy u Hahlu 36up pena f(z) = nZZI m;
6) dokasaru jemnakoc i" (=)™ 1—log?2
Ka3aTh JeTHAKOCT — = 1- .
— n(4n® — 1)
23. Hara je dynkuuja f(z) = % Oppenuru nomen dyukuuje f u mokasaru
n=0
Ia je

1 1+
m lOg 1_%, x>0
rz=0.
\/%7 arctgv/—z, <0
Hakse, anagntudka (PYHKIHja Ce HEKHM IIyT MOpa 33adaTh Ca IBa u3pasa. OBO yjemHo
ykasyje ma cy log u arctg ,jenso Te ucto“. Buiie 0 ToMe y KypCy KOMILIEKCHUX (PYHKIIH]ja

24. a) Uctmrarn xouBeprenuunjy u nahnw 36up pema

too n,.n
(28) Yy EU

n=3
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6) Ucnurarn dbyukumjy f(x) medwancany mspa3oM KOju mpencrassba 30up pena (28)
CByIa rhe Taj u3pas mMma cmucsaa. Hampraru men rpaduk;

+o0 +oo
1 -1H"
B) IspauyHaTn 1 reOMEeTPUjCKU MPOTYMAIUTH U3pase S1 = ;_:3 o Sa = ;_:3 7(12 _) T

—+oo
25. Jlar je cremenu pe, Z ?E_l)z 2"
n=0 n+

a) Onpenuru obsacT o6MYHE, AICOIYTHE U PABHOMEPHE KOHBEPIEHIM]E PEa;
6) Nspauynarn cymy TOr pena 3a OHE T 3a KOje KOHBEPrupa;
B) Uspauynarn 36up 1 — = + 1 — L + L —

+oo a
26. [ar je nnrerpas [(a) = / e ® dz (a € R).
0
a) Ucnurarn meroBy KOHBEPreHIM]Y;

6) Kopucrehu I'-dynkumjy, uspasynaru lim I(a);

a——+00

. = (2n — )N x "
B) Ucnuraru KoHBepreHuujy pena E ;
n=1

I(1/n) 1+ 22
r) Cabparu Taj pem.

+oo 2
- !
27. Ucnurarun xouseprenuujy u nalin 36upose pemosa: 1) Z %(2@2"; 2)
n)!

+

2n)™ -
n=0

[YnyrcrBo: nmokasaTw ma OaTW PeIOBU 33I0BOJbABAJY HEKY JIMHEAPHY AudepeHun-
januy jenuaunny.|

-

n=

28. Jlokazaru ma pen

>
p—IpOCT 6POj
JIMBEPTHPA.
[Voyrcrso: IlpumennTn nneje naparpada 18.]

29. a) okasaru ga ce cBaka HenpeknaHa GyHKIMja HA [a, b] MOYKe pABHOMEDPHO ampo-
KCUMUPATH W3JI0MJHEHOM JIMHUJOM Ca TeMeHnMa (T, f(Zx)) 3a moromuo omabpany momesry
uHTEpBAIA (A, b];

6) JlokasaTn ma ce CBaKa M3JIOM/bEHA JIMHUjA W3 TAYKE a) MOYXKE TPUKA3ATH KaO
KOHAYHA JIMHEApHa KoMOmuammja dynkumja obsmka = +— |r — x| GyHKUMje T U KOH-
cranre 1;

B) Hokasaru na ce dyHKInja & — |r — k| MOKe PABHOMEDHO ANPOKCHMUPATH TOJIH-
HOMEMA, Kopucrehu passoj

—+oo
1/2 2 n
— 2 _ 1) — — .
ol =ViT@ D=3 (1) @1
n=0
r) Hokasaru, kopucrehu nperxonune Tauke, BajepmrpacoBy TeopeMy 0 arpOKCUMATIH]H.

30. Hartu cy Beprumajnosu noauromu
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a 3a mary menpekuany Ha [0, 1] dynkuunjy f mommaOMHE

n

e ) =31 (1) Bosto)

a) TTokaszaru na je Y .p_o Bni(z) = 1;

6) Iokasaru na pn(z; f) = f, axo je f jemna on dbyuxuuja ho(x) =1, hi(z) =z un
ha(z) = 2%

B) 3a maro € > 0, Heka je  TakBo Ha |z—y| < 0 nosyaun |f(x)—f(y)| < € (paBHOMepHA
HenpekuaHocr), neka je M orpanveme dyuxuuje |f|, u mexa je £ € [0,1] duxcupano.
Hoxaszarn (pasnsajajyhu cirydajese) ma 3a CBe T BaXkKu

2
T —
|f(x) - F(€)] < 2M (Té) e
r) Axo je h(z) = (z — £)? moxasaru, kopumliermem MPETXOIHE HEJEIHAKOCTH 1A je

(29) Ipn(a: £ — FE)] < 2 pu(as ) + ¢

1) Kopumhemem nperxomanx tavaka nokasarm BajepmTpacoBy Teopemy O ampokcu-
Manuju.

31. 3a nuuepano npecnukasame A : Cla,b] — Cla,b] kaxemo ma je nosumueno
ako m3 f(x) > 0 3a cBe = cienu (Af)(z) > 0 3a cBe z. Kaxemo na je ckyn M C
Cla, b] munumusupajyhiu axo 3a cse t € [a,b] mocToju f KOHa4YHA JIMHEApHA KOMOUHALUja
dyukuuja u3 M takBo ga f uMa cTPOru MHUHUMYM y t.

a) Yrenmajyhn ce ma mperxomnm 3amarak mokasatm Teopemy Koposxuwa: Axo wms
MO3UTBUHUX JIMHEAPHUX Mpec/uKaBama A, uma ocobuny na A, f = f 3a cse f € M, onna
Anf = f3acse f € Cla,b];

6) doxazaru ma cy ckymosu {1,z,z?} u {1,cosz,sinz} Munumusupajyhm;

B) okasaru ma cy caemeha mpecmkaBama MO3UTHBHA:

(@) f — pn(z; f), Toe je pn medunucano ca (29);

(i) f — fil flx — )W, (t) dt, rme je W,, dbynkumja u3 Jleme 13.40

(iii) f— |7 f(z—1t)Fa(t)dt, roe je F,, ®ejeposo jesrpo medunucano y Crasy 15.16.





